USP — ICMC — SMEO0823 - Modelos Lineares Generalizados
12 prova — 19/2Q14 -5/5/2014
SOLUCGCADO

1.

2.

Descreva os trés componentes de um modelo linear generalizado.

Solu¢dgo. Um modelo linear generalizado é formado por trés componentes. O componente
aleatodrio especifica a distribuigao da varidvel resposta Y como sendo da familia exponencial
uniparamétrica. O componente sisteméatico é representado pelo preditor linear n = ' 3,
em que x e 3 denotam, respectivamente, o vetor de varidveis explicativas e o vetor de
coeficientes. O terceiro componente é a fungao de ligacao g(-) que relaciona a média da
varidvel resposta ;= E(Y) com o preditor linear por meio de g(u) = n.

(a) Apresente uma distribuigao que nao seja da familia exponencial.
Solugao. A distribuicao Uniforme(0, 8), 8 > 0, com funcao densidade

1
fy;0) = glo)

nao é da familia exponencial, pois o conjunto A = (0,6) depende de 6.
(b) A distribuigao logaritmica tem fungao massa de probabilidade dada por

oY

fyip) = ) It 3(y), 0<p<l (1)

B y log(1 —

Apresentando o parametro canénico 6, o conjunto A e as fungoes a(¢), b(0) e c(y; @),
mostre que (1) pertence a familia exponencial.
Solucao. A expressao pode ser escrita como

f(y; p) = exp{ylog(p) — log ( — ylog(1 — p)) M1 2, 1 ()
= exp{[ylog(p) — log ( —log(1 — p))] —log(y) 11 ,2,..} (¥)-

Desta forma, o parametro canoénico é 6 =log(p), A = {1,2,...} (que nao depende de

), a(p)=1e
F(y;0) = exp{[yd — log ( — log(1 — €”))] — log(y) }H (),

de modo que b(9) = log ( — log(1 — 69)), c(y; @) = c(y) = —log(y) e assim provamos
que a distribuicao é da familia exponencial.

(c¢) Calcule a média p da distribuigdo como fungao do pardametro candnico 6.
Solugao. No item 2b obtivemos b(f). Calculamos

e

BY)=p=V(0)=- (1 —e?)log(1—e?)

(d) Apresente a equagao que deve ser resolvida a fim de obter a fungao de ligacao canonica.
Solugao. A funcao de ligagao candnica é tal que g(p) = 6. Como p = '(0), segue que
0 ="' (1), de forma que g(-) pode ser encontrada resolvendo

60
T(A—eflog(l—e?) H-

Obs. Prove que a equagao acima tem solugao tnica.

. Em um experimento foi registrado o niimero de insetos mortos apés cinco horas de ex-

posicao ao gas carbonico em oito diferentes concentragoes. Um modelo para dados de con-
tagem com resposta binomial foi ajustado utilizando o logaritmo natural da concentragao
(logdose). Alguns resultados do ajuste com a funcao de ligagao logito sdo mostrados
abaixo.



Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>lzl)

(Intercept) -60.740 5.182 -11.72 <2e-16
logdose 34.286 2.913 11.77 <2e-16

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 284.202 on 7 degrees of freedom

Residual deviance: 11.116 on 6 degrees of freedom

(a)

Argumente de duas formas distintas que o efeito da varidvel explicativa logdose é
significativo a um nivel de 5%.

Solugao. De acordo com os resultados acima, o valor-p para o teste de Hg : Biogdose = 0
contra Hy : Plogdose 7# 0 € 2,0% 10716 (< 0,05). Também temos que a diferenca
entre as desviancias dos dois modelos é Null deviance — Residual deviance =
284,202 — 11,116 = 273,086, para um grau de liberdade, que representa um valor
elevado (de fato, valor-p = 2,4x10761). (Obs. Aplique a desigualdade de Markov a
fim de obter um limite superior para o valor-p.).

Com base no valor da desvidncia (Residual deviance) apresente uma estimativa do
parametro de dispersao e comente sobre a adequacao do modelo ajustado.

Solucdo. A desviancia do modelo ajustado tem seis graus de liberdade. Assim, uma
estimativa do parametro de dispersao é dada por $ =11,116/6 = 1,85 > 1. Para a
familia binomial temos ¢ = 1. H4 indicacdo de que um modelo que permita maior
dispersao pode levar a um melhor ajuste.

Efetue o teste de Hp : Biogdose = 30 contra Hj : Biogdose 7 30.

Solucdo. Uma estatistica de teste é dada por

ﬁlogdose —30

@(Blogdose)

Z:

Sob Hy, Z ~ N(0, 1), aproximadamente. Substituindo pelos resultados (p. 1) obte-
mos z = (34,286 — 30)/2,913 = 1,47. Como |z| < 1,96, ndo rejeitamos Hy a um
nivel de 5% (Obs. Obtenha o valor-p correspondente. Obtenha o valor-p utilizando a
distribuicao tg. Por que tg7).

Uma quantidade de interesse é a concentracao de gas correspondente & morte de 50%
dos insetos, denotada por DLsg. Apresente a expressao de DLsg. Com base nos
resultados acima, apresente uma estimativa para DLsg.

Solug¢do. Para o modelo binomial com ligagao logito temos

7

lOg <1> = /31 + /Blogdose Zz,
-

em que w denota a probabilidade do evento de interesse (morte do inseto) e = é a

varidvel explicativa (logdose). Quando m = 0, 5, temos = = log(DLsg) e substituindo

na equagao acima resulta em

0,5
log =0 = 1 + Blogdose log(DLsg) = DLsg = exp | — A :
1-— 0, 5 /Blogdose

Substituindo pelos resultados (p. 1) obtemos a estimativa f)ig,o = exp(60, 740 /34, 286)
— 5,880.



