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Conceitos basicos

Experimento aleatdrio ou fenbmeno aleatoério
Situagdes ou acontecimentos cujos resultados nao podem ser previstos

com certeza.

Um experimento ou fendbnemo que, se for observado em condicoes
idénticas, pode apresentar diferentes resultados € chamado de

experimento ou fenébmeno aleatério.
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Conceitos basicos

Exemplos

* Observacao da temperatura diaria minima em Sao Carlos.
* Registro da inflacao mensal (medida pela FIPE).

* Observacao da condi¢cao de um item produzido.

* Resultado do lancamento de um dado.

* Registro do tempo de duracao de uma lampada.

* Observacao do numero de veiculos que passam por um praca de
pedagio durante um certo intervalo.

- Tabua de Galton:

http://www.mathsisfun.com/probability/quincunx.html
http://www.jcu.edu/math/isep/Quincunx/Quincunx.html
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http://www.jcu.edu/math/isep/Quincunx/Quincunx.html

Conceitos basicos

Espaco amostral (Q)

Conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento ou
fendbmeno aleatdrio.

Exemplos
1. Langamento de um dado: Q ={1,2,3,4,5,6}ou Q = {[-] .7 [~ ] }
2. Condicao de um item produzido: Q = {defeituoso, ndo defeituoso}

3. Numero de veiculos que passam por uma praca de pedagio durante
um certo intervalo: Q = {0, 1, 2, ...}

4. Vazao diaria maxima em uma estacao de medicao (em m3/s):

Q= (0, »)




Exemplo

Lancamento de um dado: Q ={1,2,3,4,5,6}.

Evento
Subconjunto do espaco amostral Q.

Notacdo: A, B, C,...

Exemplos. Eventos do exemplo acima:

* Resultado é par: A ={2, 4, 6} (evento composto)

Resultado € maior do que 3: B = {4, 5, 6} (evento composto)

Resultado igual a 1: C = {1} (evento simples)

Resultado maior do que 6: D = [J (evento impossivel)

Resultado menor do que 7: D = Q (evento certo)




Oeeragées com eventos

A e B sao eventos de Q

* A[]B: unido dos eventos Ae B

Ocorréncia de pelo menos um dos eventos A e B.

Q




Operacdes com eventos

- A n B:interseccido dos eventos Ae B

Ocorréncia simultanea dos eventos A e B.

* A e B sao disjuntos ou mutuamente exclusivos quando nao tém

elementos em comum, isto é, A n B = [1.
* A e Bsaocomplementaresse AnB=0 eAlB=Q.

* O complementar de um evento A é representado por

A€ ou A




Definigées de Erobabilidade

Probabilidade classica ou a priori

Se um experimento aleatorio tiver n(Q) resultados mutuamente
exclusivos e igualmente possiveis e, se um evento A tiver n(A) desses
resultados, a probabilidade do evento A, representada por P(A), € dada
por

rn(A)

P(A) = (O

Exemplo. Lancamento de dois dados balanceados. Calcular a
probabilidade de

b) se obter soma das faces igual a 7,
C) se obter soma maior do que 5,

d) que o resultado do primeiro dado seja maior do que o resultado do
segundo.




011 12 13 14 15 1,60
21 22 23 24 25 26
g o D31 32 3334 35 368
41 42 43 44 45 467
51 52 5354 55 56U

a@l 6,2 63 6,4 6,5 6,6@

A ={(6,1),(5,2),(4,3),(3,4),(2,5),(6,1)}
0 P(A)=n(A)/ n(Q) = 6 /36=1/6




(1.1
2.1
3.1
4.1
51
6.1

1,2
2.2
3.2

1,3 1.4
23124 25 26
3.3 3.4 335 3.6
43 44 45 4,6
53 54 55 5.6

6.3 6,4 6,5 0.6]

1,5 16|

b) P(B) = 26/36.
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(11 1,2 13 14 15 16
23 24 25 256
3,3 3.4 35 3,6
43144 45 46
51 52 53 54\55 56
61 62 6364 65|66 )]

Y

C

¢) P(C) = 15/36.
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Definigées de Erobabilidade

Probabilidade frequentista ou a posteriori

Um experimento é realizado n vezes (n “grande”). O evento A ocorre
exatamente n(A) vezes (0 < n(A) < n) . A frequéncia relativa de vezes
que ocorreu o evento A € uma forma de aproximar a probabilidade do

evento A, ou seja,

(. A)
72

t, (A4) =
Quando n - o, f(A) se aproxima de P(A).

Exemplo. Lancamento de uma moeda balanceada. Calcular a probabilidade de A
= {resultado obtido é cara}.

fl’l

fl‘z

fI‘3

fl'4

P(A)

Cara

2/5

6/10

22/50

47/100

0,5

5

10

50

100

00




Definigées de Brobabilidade

Definicao axiomatica

A probabilidade de um evento A é definida como sendo um numero P(A)
satisfazendo aos seguintes axiomas:

(1) 0 P(A)<1, UAU Q,
(11)) P(Q) =1,
(111) Se A4,, 4,,...sao eventos mutuamente exclusivos, entao

00

P AiE: i P(A).

i=1
Propriedades

1. P(0 )= 0.

2.S¢ AU Q ,entdo P(A)= 1- P(A°).

3.S¢ A0 BU Q,entdo P(A)< P(B).

4.Se A,B1 O, entdo P(AL B)= P(A)+ P(B)- P(An B).

5.Se 4,B,C1 Q, entdo

P(AU BU C)= P(A)+ P(B)t P(C)- P(An B)- P(Bn C)- P(An C)t P(An Bn C).
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Probabilidade condicional e independéncia

A e B sdo dois eventos em um mesmo espagco amostral Q. A
probabilidade condicional de A dado que ocorreu o evento B, denotada
por P(A|B), é definida como

P(A|B) = , se P(B)>0. (1)

Obs. Pela propriedade 3 na lamina 13, temos P(A|B) < P(A) / P(B).

Exemplo. Selecionamos dois itens, a0 acaso, um a um e sem
reposicao, de um lote que contem 10 itens do tipo A e 5 do tipo B.
Qual é a probabilidade de que

(a) o primeiro item seja do tipo A?

(b) o segundo seja do tipo B se o primeiro item foi do tipo A?

14




Definimos os eventos

V. :"o 1% item € do tipo A'"';

V, :"o 2% item ¢ do tipo A"

(a) P(V}) = % %
5

(b) P> V)=

Essas probabilidades podem ser representados em uma arvore de

probabilidades.

15




Arvore de probabilidades

Piw 1=10815 Y
1 H"’Hﬂ_’f 1 \
PGS N 1=2014 .II“EE

PO, | W=)=10014 W
P )1=501 5 £
"-.,.-" [
1
l".,."l [

PLNS | W 1= 4 M4 5

Da expressao (1) na lamina 14 obtém-se uma relacao util:

P(An B)= P(B)P(A|B).

conhecida como regra do produto de probabilidades ou probabilidade da
intersecao.
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Exemplo. No exemplo anterior suponha que temos interesse em
determinar a probabilidade de que os dois itens selecionados sejam do
tipo B.

OeventoeV, " n V, :"0o1° e o 2° itens sao do tipo B"
5 4 2

PV n V)= PVOPWVS V)= —x—= —.
Fon Vo) = PUOPIL V)= 70X 0= o3

Resultado. Se B € um evento em Q tal que P(B) > 0, entao

1. P(o | B)= 0.

2.Se Al Q,entdo P(A°|B)=1- P(A|B)ou P(4|B)=1- P(A°|B).
3.Se4,CU Q ,entdao

P(AU0 C|B)= P(A|B)t P(C|B)- P(An C|B).

17




Exemplo. Segundo dados coletados, a probabilidade de ocorrer
congestionamento em uma via em um certo dia € 0,28 e a probabilidade
de haver congestionamento em dois dias consecutivos € 0,17.

Se ocorrer congestionamento em um certo dia, qual a probabilidade de
gue no dia seguinte nao ocorra congestionamento ?

Solucao. Definimos os eventos A: “ocorre congestionamento em um certo
dia” e B: “ocorre congestionamento no dia seguinte”.

Do enunciado do problema temos P(A) = 0,28 e P(AnB) = 0,17. A
probabilidade pedida é

P(An B) _ - 0,17

P(B| A)= 1- P(B| 4)= 1- i T

= 0,39.

18



Independéncia de eventos
|

Dois eventos A e B em Q sao independentes se a informacdo da
ocorréncia ou nao de B nio altera a probabilidade de ocorréncia de A.
Isto €,

P(A|B)=P(A), P(B)> 0.

Logo, dois eventos A e B sao independentes se, e somente se,
P(A n B) = P(A)P(B).

Exemplo. Em uma fabrica 20% dos lotes produzidos tém componentes do
fornecedor A, 8% tém componentes do fornecedor V e 4% tém componentes de
ambos. Selecionamos ao acaso um item produzido nesta fabrica.

(a) Os eventos relacionados aos dois fornecedores sao independentes?

(b) Se o lote selecionado tem componentes do fornecedor V, qual a probabilidade
de que tenha componentes do fornecedor A?

(c) Qual é a probabilidade de um lote nao ter componentes destes dois
fornecedores?

19



Solucdo. A: “o lote tem componentes do fornecedor A”, V: “o lote tem
componentes do fornecedor V.

Do enunciado temos P(A) = 0,20, P(V) = 0,08 e P(A n V) =0,04.
(a) P(V)P(A)= 0,08x 0,2= 0,016 ¢
PWVn A)=0,04.

Como P(V'n A)# P(V)P(A), Ae V nado sao independentes.
PAn 1) _ 0,04
PW) 0,08
oOP~P((VIO A HY=1—PV U A
=1—{PV)H+P(A)— P(V Nn A)}
=1—((0,08+ 0,2—0,04) =0.,76.

(b) P(A|V)= 0,50.

Resultado. Se A e B s&do eventos independentes em Q, entao (i) A e B¢
sao independentes, (ii)) Ac e B sao independentes e (iii) Ac e B° sao
iIndependentes.

20




Formula de Bayes

Particao do espago amostral. Uma colec&o de eventos B,,...,B, forma

uma particao do espaco amostral se eles sao mutuamente exclusivos e
se sua uniao € igual ao espaco amostral.

Formula da probabilidade total. Se B,,....B, formam uma

particao do espaco amostral Q, entao para qualquer evento A

em Q, vale
k

P(4)= P(B)P(A| B))t -+ P(B,)P(4|B,)= ) P(B)P(4]B).

i=1

21




Formula de Bayes. Se By,...,Bx formam uma particdo do espaco amostral | , e A é evento
em( com P(A)> 0, entado

P(B)P(A| B,)

P(B, | A)-* .
] P(B)P(A|B)

Exemplo. Uma fabrica trabalha com dois fornecedores (A e B) de um
determinado componente. Sabe-se que 10% e 5% das pecas
proveniente dos fornecedores A e B, respectivamente, estdo fora das
especificacoes. A fabrica recebe 30% das pecas do fornecedor A e
70% de B. Se uma peca do estoque inteiro é escolhida ao acaso,

(a) calcule a probabilidade de que ela esteja fora das especificacoes.
(b) se uma peca escolhida ao acaso esta fora das especificagcbes, qual é
a probabilidade de que tenha sido fornecida por A ?
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Solucao. Eventos:
A: “peca selecionada foi fornecida por A”,
B: “peca selecionada foi fornecida por B” e

E: “peca selecionada nao atende as especificacoes”.

Do enunciado do problema temos P(A) = 0,30, P(B) = 0,70, P(E|A) = 0,10 e
P(E|B) = 0,05.

23



(a) Formula da probabilidade total:
P(E) = P(A)P(E|A) + P(B)P(E|B) = 0,30 x 0,10 + 0,70 x 0,05 = 0,065.

(b) P(AIE) =7
Pela formula de Bayes,
P(A| )+ P(A)P(E| A) i 0,30x 0,10 _ 0,03 0.46.

 P(A)P(E|4)+ P(B)P(E|B) 030x 0,10+ 0,70% 0,05 0,065
A solucao do exemplo anterior é facilitada pela arvore de probabilidades:

0.10 =

0.05% =

24



Exemplo

Na figura abaixo sdo apresentados um sistema e as probabilidades de
funcionamento de seus componentes. (a) Calcule a probabilidade de
funcionamento do sistema. (b) Sabendo que o sistema funciona, qual a
probabilidade de que o componente C tenha falhado?

C Solucdo. Definimos o evento E como sendo
(0,80) “0 sistema funciona”. Supomos
A B independéncia entre os eventos A, B, C e D.

(0,85) (0,90)

Pela figura, E= (A n B) n (C O D).

D

(a). Calculamos P(E) = P((A n B) n (C 0 D)) =P(A n B) x P(C 0 D)
= P(A n B) x{P(C) + P(D) - P(C n D)}
= P(A) x P(B) x {P(C) + P(D) — P(C) x P(D)}

= 0,85 x 0,90 % (0,80 + 0,95 - 0,80 x 0,95) = 0,76.

25



Exemplo

(b) Devemos calcular P(C¢|E), dada por P(C¢|E) = 1 — P(C|E)
=1-P(C n E)/P(E).
Utilizando regras de operacdes com conjuntos obtemos

CnE=AnBnC,de modo que
P(ClE)=1—-P(AnBnC)/P(E)=1-P(A)xP(B) xP(C)/P(E)
=1-0,85x%x0,90x%x0,80/0,76 =0,19.

(b) Outra solucao

Dado que o sistema funciona (ocorreu E), certamente A e B ocorreram.

Além disso, pelo menos um dos componentes C e D funciona, ou seja,
C ou D funciona (ocorreu C [ D).

Desta forma, P(C|E) = P(C|C O D), que é igual a P(C) / P(C O D) = 0,81.
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