5. PRINCIPAIS MODELOS
CONTINUOS
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5.1. Modelo uniforme

Uma v.a. continua X tem distribuicao uniforme com parametros a e 3
(a < ) se sua funcao densidade de probabilidade € dada por
1 il

, a<x<f
B -a

0, C.C.

J(x)=

(N I

- ——

Notacao: X ~ U(a , B).

T = ———

A funcédo de distribuicdo acumulada é dada por =
0 0, se x<a, i
Ty - 1
F(x)= 0= T se a0 <x<f,
Nk -a
01, se x> f.
Propriedades:

(k)

E(X)-= a ;’8 e Var(X)-= (a 12’8)2.




Exemglo

A dureza de uma peca de aco pode ser pensada como sendo uma
variavel aleatdria uniforme no intervalo (50,70) unidades. Qual a
probabilidade de que uma peca tenha dureza entre 55 e 607?

Solucao. X representa a dureza de uma peca de aco, sendo que X ~
U(50, 70) e

1
" 50< x< 70,
f(x)=1020 x

H 0, c.c.

Portanto,

60
P(55< X < 60)= Iidx= D . 0,25.
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5.2. Modelo exponencial

Uma v.a. continua X tem distribuicao exponencial com parametro A > 0

se sua funcao de densidade € dada por

Ae™, x>0,
S(x) =1
n 0, C.C.

Notacao: X ~ Ex(A).

A funcao de distribuicao acumulada é
dada por

Jl-e", x20
F(x)=[

n O, C.C.
Propriedades:

E(X)=1/A e Var(X)=1/A".

()

F(x)

< _

O




5.2. Modelo exponencial

Propriedade. Se X ~ Ex(A), entdo P(X>a + b| X>b) = P(X > a).

E a unica distribuicdo continua com esta propriedade (“falta de
memaria”).
Observacao. Também encontramos X ~ Ex(a), em que

1 -= Relacdo: a =1/ .
f(x) — =5 € a , X2 O, ¢
Da a: escala e A: taxa.
5 0, C.C.
,<‘_
Exemplo. Diferentes ) ‘
valores de A. =
2D




Exemglo

O intervalo de tempo entre a passagem de veiculos por um ponto em
uma estrada tem distribuicao exponencial com média de 0,55 minutos.
Qual a probabilidade de que o tempo seja no maximo 12 segundos?

Solucao. Se X é o intervalo de tempo entre a passagem de veiculos,
temos E(X) = 0,55 min, a = E(X) = 0,55 e X ~ Ex(a = 0,55). Ou seja,

F(x)= %1- e_ﬁ, x2 0,
5 0, C.C.

0,2

P(X < 125)= P(X < 12/60min)= 1- e ® = 0,305.

Em Excel: =DISTEXPON(0,2; 1/0,55; VERDADEIRO)




5.3. Modelo normal (ou gaussiano)

Uma variavel aleatoria continua X tem distribuicdo normal com media e
variancia o? se sua funcao densidade € dada por

1 BEer
J(x)= mge””

, xU R.

Distribulcdo Norm al
N{u.e?)

Notagdo: X ~ N(u, o2).

Propriedades: E(X) = |,
Var(X) = 02
e mediana = moda = |l




Exemelos
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Exemplos




Propriedades

(a) A distribuicao é simétrica em relacao a média.

(b) Como a area total sob curva é igual a 1, a esquerda e a direita de L a area é

igual a 0,5.

(€) P(U-0< X<u+0) =0,6896,
P(uUu—-20=s X s u+20)=0,9546 ¢

P(L-30< X < u+30)=0,9973.

..:;:—IS.:r p:—lzpz pi e Pl p:-:-n:r pet+ 2o
! I s BEE2E — - : I
N 0 = | | :

.99 .




Propriedades

A funcdo de distribuicdo acumulada de uma v.a. X ~ N(y, 0?) é

o @ 1 U @ Integral sem solucao analitica.
F(x) = I exp- _H H dt. Calculo de probabilidades
JA2NM0 @ 20 0 [ @ com o auxilio de tabelas.
Normal padrao ou reduzida. Se Z é uma
v.a. normal com média 0 e variancia 1, .
entao Z € chamada de uma v.a. normal
padrao ou reduzida e sua funcao densidade o
é =°
1 -2 3
f(2)= e *,z0R
NE 2]
4 3 2 -1 0 1 2 3

A funcao de distribuigéo acumulada de uma v.a. Z~ N(0,1) é

D(2)=P(Z<z)= J’ exp(——t Y.

\/7
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Uso da tabela normal

Table A.3. Areas under the normal curve.
Z ~ N(0,1): distribuicao normal padrao.

Valores no corpo da tabela: ®(z) = P(Z < z), z com duas decimais.

P()=P(Z<2)= | exp(- %tz)dt, - 3,40 < z < 3,49.

1
N 21T

3 [2] /
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Uso da tabela normal

12 coluna: parte inteira de z e 12 decimal.

12 [inha: 22 decimal de z.

Exemplo. P(Z < -1,25) é encontrada na intersecao da linha
correspondente a —1,2 com a coluna 0,05:

22 decimal

l

Z 0,00 001 002 003 004 005 006 007 008 0,09

-3,4

Parte inteira

e 12 decimal . "he 0,1056
3,4

Resposta. P(Z <-1,25) = 0,1056.
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Exemplo

Se Z ~ N(0,1), calcule Em Excel:
(a) P(Z < 1,80), (a) =DIST.NORMP(1,8).
(b) P(0,80 < Z < 1,40), (b) = DIST.NORMP(1,4) — DIST.NORMP(0,8).

c)P(Z>-0,57)e
Ed)) o(valor »S k)tal wue (c) =1-DIST.NORMP(-0,57).

P(Z < k) = 0,05. (d) =INV.NORMP(0,05).

Solucao. Da tabela normal padrao tem-se
(a)P(Z < 1,80) = ¢ (1,80) = 0,9641,

(b) P(0,80< Z< 1,40)= ¢ (1,40)-9 (0,80)= 0,9192-0,7881= 0,1311,
(©)P(Z>-0,57)=1- P(Z< -0,57)= 1- 0,2843= 0,7157,
(d) P(Z< k)= 0,050 k= -1,64.
Observacdo. Para todo k > 0,
(OHP(L<s-k)=1-P(ZL< k) ¢
(GDP(-ksZ< k)=2P(Z< k)-1=1-2P(Z < -k).
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Exemplo (b)

A =B -C, sendo
que B e C sdo
encontradas na
tabela normal.

N

0.8




Transformagéo linear de uma variavel normal

Se X ~ N(H, 0?), entdo Y = a + bX ~ N(u,, 0,?), sendo que I, =a + bp e
0,* = b* 0%

Tomandoa=-u/oc eb=1/0c obtemos a padronizacao
X — U Distribuicdo normal padréo
ou reduzida.

7 =

~ N(O0,1).

Exemplo. Se X ~ N(90,100), determinar

* P(80<X<100),

* P(X-90|<30)e

* ovalorde atal que P(90 - 2a < X <90 + 2a) = 0,99.
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ExemEIo —

80- 90 X - - 100- 90

1) 10
= 2P(Zs 1,00)- 1= 2x 0,8413- 1= 0,6826.

(a)P(80< X < 100) = P( )= P(- 1,00< Z < 1,00)

(b) P(| X - 90 < 30)= P(-30< X - 90< 30)= P(- 38 X1090 fg)

= P(-3,00< Z < 3,00) = 2P(Z < 3,00)- 1
= 2% 0,9987-1= 0,9974.
H 2a< )(-90< ZaH

(c)P(90- 2a< X< 90+ 2a)= P(-2a< X-90< 2a)= P[-
7 10 10 10[

= OP(Z ¢ %)- 1= 0990 P(Z< %): 0,995
a
1 L2571 az 1285

Exercicio. Resolver o exemplo utilizando o Excel.

17



Exemplo

A resisténcia a compressao de blocos de concreto tem distribuicao
normal com média 120 N/mm? e desvio padrao 15 N/mm?.

* Qual a probabilidade de que a resisténcia seja inferior a 100
N/mm??

Solucao. Definimos X como a resisténcia dos blocos a compressao.
Pelo enunciado, X ~ N(120, 152?). Calculamos

HZ< 100- 120

P(X<100)=P = P(Z<-133
( ) - 5 ( )
= 0 (-1,33)= 0,0918.
f(z)
AT
. Em Excel:
J | = DIST.NORM(100; 120; 15;VERDADEIRO)

—u
e
L
—u
L.‘:l "
L
™
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Exemplo

(b) Qual a resisténcia correspondente a 95% dos blocos de menor
resisténcia?

Solucao. Devemos encontrar x tal que P(X < x) = 0,95. Apdés uma
transformacao, -12
*~ 1208, o.05.

15 [

Iniciamos encontrando z tal que ®(z) = 0,95.

P(X < x)= PEZs

Da tabela normal, z = 1,64. Logo, x =
120 + 1,64 x 15 = 144,6 N/mm?.

Em Excel:

= INV.NORM(0,95; 120; 15)
= 144,6728.

Obs. Este valor é o quantil
— (ou percentil) 95% da
distribuicao.
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Exemplo

(c) Qual o intervalo central correspondente a 80% de todos os valores da
resisténcia?

Solucao. Devemos encontrar x, e X, tais que

- - 12
P(x, € X <x,)=0,800 ngl 15120 <zZ<22 O@: 0,80.

15
f(z)

T

A 0.80 Probabilidade acumulada até
f E‘/ ! o ponto z é igual a 0,90.
{ d

Procuramos z tal que ®(z) = 0,90.

0,10 Da tabela normal, z = 1,28. Logo,
.-._.'; m.-."x _
\ . al 15120 =-1,280 x, = 120- 15x 1,28 = 100,8 N/mm’,
-Z z=7 x, - 120

= 1,280 x, =120+ 15% 1,28 = 139,2N/mm”.

Em Excel:

x, = INV.NORM(0,10; 120; 15) = 100,7767

e x, = INV.NORM(0,90; 120; 15) = 139,22326.

20



A escala sigma
=
Utilizada para medir o nivel de qualidade de um processo de producao.
Quanto maior o numero de sigmas (o), melhor.

X representa uma caracteristica de um item, sendo que X ~ N(VN, @?).

K1 = VN = valor nominal.
Limites de especificacao: LIE = VN — 60 e LSE = VN + 60.

P(X < VN — 6a) + P(X > VN + 60)
=2 P(X < VN — 60)

= 2 x 9,865876 x 10-10

= 1,973175 x 10-.

Em Excel: =2*DIST.NORMP(-6)
= 1,98024 x 10-=.

f(x)

Corresponde, em média, a cerca
de dois itens que nao atendem as
especificagcdes a cada bilhdo de
itens produzidos.

i | | =2*DIST.NORMP(-6)* 1E9 = 1,980.

VN-60 VN VN+60
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A escala sigma

O processo sofre uma alteracdo. A meédia passa aser u = VN - 1,50 ou u=VN +
1,50.

Considere X ~ N(l, 02), em que pu = VN + 1,50.

P(X < VN - 60) + P(X > VN + 60)
= 3,397673 x 105,

Em Excel:
=DIST.NORM(-6;1,5;1;
VERDADEIRO) + 1—
DIST.NORM(6;1,5;1;
VERDADEIRO) = 3,4008 x 10,

f(x)

Corresponde, em média, a cerca
de 3,4 itens que nao atendem as
especificagcdes a cada milhdo de
itens produzidos.

VN-60¢ VN VN+150¢ VN+60¢

X

22



A escala sigma

Nivel | Média de defeitos por milhdo

20 308537

30 66807

4 6210

b0 233

60 3.4

4q 60

Sete horas de falta de energia por més Uma hora de falta de energia a cada 34 anos

5000 cirurgias incorretas por semana 1,7 cirurgia incorreta por semana

15 minutos de fornecimento de Um minuto de fornecimento de

agua nao potavel por dia agua nao potavel a cada sete meses

Fonte: Keene, S. (2000), Reliability Review 20, p.19.
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Propriedade

Se x,,..,x, sao v.a. independentes tais que X ~ N(| , ¢ 2),
parai=1,...,n, entao, a v.a.
Y=X,+---+X, =Y X,
! 2
é tal que Y ~ N(ny, na?).
Padronizacao:

Exemplo. O peso de uma caixa de pecas € uma v.a. normal com media
65 kg e desvio padrao de 4 kg. Um carregamento de 120 caixas de
pecas € despachado. Qual a probabilidade de que a carga pese entre

7.893 kg e 7.910 kg?

24



Exemplo

Solucao. Pelo enunciado,
X, :pesodai-ésimacaixal X, ~N(65,16),i=1,---,120.
Logo,

120

Y :pesodacargall Y = Z X, ~N{20x 65,120% 16),
=1

Y ~ N(7800,1920).

Calculamos

P(7893< ¥ < 7910) = plo2>_ 7890 ., 7910~ 78001

0 /1920 V1920
= P(2,12< Z< 2,51)= ®(2,51)- ®(2,12)
= 0,4940 - 0,4830 = 0,0110.

25




Teorema central do limite

Se X,, X,, ..., X, € uma amostra aleatoria de tamanho n de uma
distribuicao com média U e desvio padrao o (0 < 0 < »), entdo a
distribuicao aproximada de

/= \/_(X 2, € normal padrao N(0,1),
/)
sendoque X l 2 . ¢amédia amostral.
n
Observacoes.

(1) Quanto maior n, melhor a aproximacao.
(2) A distribuicao das variaveis X pode ser discreta ou continua.
(3) A distribuicao aproximada de

n
Z X ; ¢ N(ny,no ).
=

26




Teorema central do limite — Distribuicao exponencial

10

Al

_ _ _ _ _
r'0€°0c 0L 000

apepisuaq

b

80901+ 0c00O0

apepisua

n= 100

—1
- - O
N

.

VAA-Q

_ _ _ _ _
rO0o€02c0L 000

=

apepisua

50

E—

Y'0€0c0L000

apepisua
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Teorema central do limite — Distribuicao Bernoulli (p = 0,45)

Densidade

Densidade

1.0 2.0

0.0

0.4

0.2

0.0

3
Il
-

| /ﬁ_\
- [ I I I ]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Z

n= 50
] TN
) /
e N

Densidade

Densidade

0.2 0.4

0.0

0.4

0.2

0.0

o)
I

10

1] l*pﬁ
[ [ [ [ [ [ |
-3 -2 -1 (@) 1 2 3
Z
n= 100
: /&
[ [ [ [ [ [ |
-3 -2 -1 (@) 1 2 3
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Exemplo

Apobs arredondamento para o inteiro mais proximo, 48 nimeros sao
somados. Os erros de arredondamento individuais sdo uniformemente
distribuidos no intervalo (-0,5; 0,5). Qual a probabilidade de que a soma dos
numeros arredondados seja diferente da verdadeira soma por mais de 3
unidades (em ambos os sentidos) ?

Solucao. Utilizando o teorema central do limite obtemos uma solucéao
aproximada.

X,i1=1,...,48 sao os erros de arredondamento tais que X ~ U(-0,5; 0,5),
E(X)=(-0,5+0,5)/2=0e Var(X)=[0,5-(-0,5)1?/12=1/12 (veja lamina 2).
O erro de arredondamento E é dado por E = X, + X, + ... + X, sendo que a
distribuicao aproximada € E ~ N(48 x 0, 48 x 1/12) = N(0,4).

Devemos calcular P((E < -3) U (E > 3)), que é igual a P(E < -3) + P(E > 3).
Usando a distribuicao aproximada, P(E < -3) + P(E > 3) = 2 P(E < -3)

HE-O< -3-OH
] 2 2 0

= 2P

= 2P(Z < -1,50)= 2x 0,0668 = 0,1336.
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5.4. Modelo de Weibull

Uma variavel aleatéria continua X tem distribuicdo de Weibull com
parametros de escala a > 0 e forma [3 > 0 se sua funcao densidade é
dada por

f(x)= @iH -”“ x2 0.

Funcao distribuicao acumulada:

1z
F(x)z= P(X<x)=1-e"", x20.

Notacao: X ~ W(a, ().

Obs. Se =1, X ~ Ex(a) (lamina 5).
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Outras distribuicdes continuas: gama, Gumbel, log-normal, Fréchet,

Pearson, valor extremo, etc.

Exemplos
=
a=1 =
0 | Q
- — 1 \n — 1
B --- 2 ¢ === 2
...... 4 o PP 3
Q.
Q
= ©
Q.
3 X
! <
Te) ' ©
Sl
1
! N
! o
1
I
l..
1 .
Q| ol SN Tee e
o o
T T T T T T T T T
0 3 6 7
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Periodo de retorno

Eventos extremos: cheias, secas, velocidade do vento, etc.

X: vazao maxima anual em uma certa estacao de medicao (v. a.
continua).

X.:: vazao maxima ocorrida no anoi,i=1, 2, ...

T: intervalo, em anos, entre ocorréncias de vazdes que ultrapassam um
certo valor v.

Passamos ao calculo da probabilidade de que o numero de anos seja k.
Notamos que T =k equivalea X, <v, X, <v,..., X, ; SV, X > V.

Supondo que X,, X, ,... sao independentes, calculamos

P(T=K)=P((X;sVv)n (X, gVv)n ... n (X_,=V)n (X, >V))
=P(X,sVv)xP(X,gv)x...x P(X_, V) xP(X, >V)
={P(X<s V)" xP(X>v), k=1,2,...

Portanto, a distribuicado de T € geométrica com parametro p = P(X > v).
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Periodo de retorno

O periodo de retorno (TR) € o tempo médio entre excedéncias de um
valor especificado (v).

|
IR= E(T)-= :
P(X > v)
TR € o reciproco da probabilidade de excedéncia.
Funcéo densidade Funcao distribuicao acumulada
% £ P(X>v)=1-F(v)
= L
P(X >v)
T T ©
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