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1. Considere a sequência de v.a. (Xn)n≥1 dada por Xn(ω) = ω/n para ω ∈ Ω = [0, 1]
e uma probabilidade P tal que P ([a, b]) = b − a, para a, b ∈ Ω com a ≤ b. Prove

que Xn
D−→ X ≡ 0.

2. Considere o espaço de probabilidade ([0, 1],B[0,1], P ), em que a probabilidade P é
definida como no exerćıcio 1. As sequências de v.a. (Xn)n≥1 e (Yn)n≥1, definidas em
Ω e com valores em R, são dadas por Xn(ω) = nI[0,1/n)(ω) e Yn(ω) = ωn, para todo
ω ∈ [0, 1] e para todo n ≥ 1, em que IA(ω) = 1, se ω ∈ A; 0, caso contrário.
Verifique se as sequências (Xn)n≥1 e (Yn)n≥1 convergem, ou não, quase certamente,
em probabilidade, em distribuição e em média de ordem r, para algum r > 0.

3. X1, X2, . . . , Xn, . . . são v.a. independentes com P (Xn = 0) = 1−pn e P (Xn = 1) =
pn, com pn ∈ (0, 1) para n ≥ 1.

(a) Prove que Xn
P−→ 0 se, e somente se, lim

n→∞
pn = 0. (b) Prove que Xn

q.c.−→ 0 se, e

somente se,
∞∑
n=1

pn <∞.

4. (Xn)n≥1 é uma sequência de v.a. i.i.d. com X1 ∼ uniforme
(
(0, θ)

)
, θ > 0. Seja

Yn = max(X1, . . . , Xn), n ≥ 1. Prove que Yn
P−→ θ. Verifique se (Yn)n≥1 converge

quase certamente.

5. Suponha que X ∼ Bernoulli(1/2) e que (Xn)n≥1 é uma sequência de v.a. definida

por X2n = X e X2n−1 = 1−X, n ≥ 1. Prove que Xn
D−→ X, mas Xn

P9 X.

6. (Xn)n≥1 é uma sequência de v.a. tal que Xn ∼ normal(0, σ2/n), n ≥ 1.

(a) Prove queXn
P−→ 0. (b) Verifique se (Xn)n≥1 converge, ou não, quase certamente

para 0.

7. (Xn)n≥1 é uma sequência de v.a. tal que Xn ∼ normal(µn, σ
2
n), n ≥ 1, sendo que

lim
n→∞

µn = µ e lim
n→∞

σn = σ, σ ∈ (0,∞). Prove que Xn
D−→ X ∼ normal(µ, σ2).

8. (Xn)n≥1 é uma sequência de v.a. i.i.d. com X1 ∼ exponencial(1). Para n ≥ 2, defina
Yn = Xn/ log(n).

(a) Prove que Yn
P−→ 0. (b) Prove que P (|Yn| ≥ 1/2 i.v.) = 1. (c) A partir do item

(b), podemos concluir que Yn
q.c.9 0?

9. (Xn)n≥1 é uma sequência de v.a. tal que P (Xn = −1) = (2n)−1, P (Xn = 0) =

1 − n−1 e P (Xn = 1) = (2n)−1, n ≥ 1. Prove que Xn
P−→ 0 e Xn

m.r−→ 0 para todo
r > 0.

10. (Xn)n≥1 é uma sequência de v.a. tal que Xn ∼ uniforme({1/n, 2/n, . . . , 1}), n ≥ 1.

Prove que Xn
D−→ X ∼ uniforme

(
(0, 1)

)
.


