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Entregar Exerćıcio 10

Exerćıcio 1. Numa empresa com 100 funcionários, o número médio de usuários simultâneos de
Internet, num certo peŕıodo do dia, é de aproximadamente 30. Atualmente existem 30 linhas telefônicas
dispońıveis para conexão. Deseja-se avaliar a necessidade de aumentar esse número. Calcule valores
máximos de probabilidade em função do número mı́nimo de usuários conectados simultaneamente
(tomar n = 30, 40, 50, 60, 70, 90).

Exerćıcio 2. Seja X uma variável aleatória qualquer e g uma função não negativa tal que g(X) é
variável aleatória e E(g(X)) < ∞. Se g(x) ≥ b > 0 sempre que x ≥ a. Mostre que P (X ≥ a) ≤
E[g(X)]/b.

Exerćıcio 3. Seja X ∼ Bernoulli(p).

(a) Determine a função caracteŕıstica de X.
(b) Se X1, . . . , Xn é uma amostra aleatória de X, sabe-se que Sn = X1, . . . , Xn ∼ Binomial(n, p).

Utilize o item (a) para provar que a função caracteŕıstica de Sn é ϕSn(t) = (peit + q)n, ∀t ∈ R.

Exerćıcio 4. Seja X ∼ Bernoulli(p).

(a) Se X ∼ N(0, 1) prove que a função caracteŕıstica de X é ϕX(t) = e−t
2/2, t ∈ R. Sugestão∫∞−it

−∞−it e−u
2/2du =

√
2π.

(b) Utilize o item (a) para provar que, se X ∼ N(µ, σ2) então a função caracteŕıstica de X é

ϕX(t) = e−itµ−σ
2t2/2, t ∈ R.

Exerćıcio 5. Prove, usando funções caracteŕısticas, que

(a) Se X ∼ Binomial(n1, p), Y ∼ Binomial(n2, p) e X e Y forem independentes, então X + Y ∼
Binomial(n1 + n2, p).

(b) Se X ∼ Poisson(λ1), Y ∼ Poisson(λ2) e X e Y forem independentes, então X + Y ∼
Poisson(λ1 + λ2).

Exerćıcio 6. Mostre que, se X é igual a c com probabilidade 1, então sua função caracteŕıstica é eict.

Exerćıcio 7. Verifique que ser c̄ é o complexo conjugado de c, então ϕX(t) = ϕX(−t).

Exerćıcio 8. Obtenha a função caracteŕıstica do modelo Geométrico de parâmetro p e use-a para
determinar a média e a variância.

Exerćıcio 9. Mostre, via função caracteŕıstica, que a soma de variáveis independentes de Bernoulli é
Binomial.

Exerćıcio 10. A variável X tem densidade f(x) = 1
2e−|x|, x real. Mostre que sua função caracteŕıstica

é dada por ϕX(t) = 1/(1 + t2).

Exerćıcio 11. Suponha queX1, X2, . . . , Xn são variáveis aleatórias independentes comXj ∼ N(µj , σ
2
j ), j =

1, 2, . . . , n. Com o uso de funções caracteŕısticas, obtenha a distribuição de X1 +X2 + . . .+Xn.

Exerćıcio 12. Se X ∼ N(µ, σ2), obtenha a função caracteŕıstica de X2 e identifique sua distribuição.

Exerćıcio 13. Calcule a função caracteŕıstica da variável aleatória X que, para λ > 0, tem função
de distribuição F (x) = eλxI(−∞,0)(x).

Exerćıcio 14. Sejam X e Y independentes, sendo X ∼ Gama(α, β) e Y ∼ Beta(γ, β−γ), para β e γ
inteiros não negativos e γ 6= β. Mostre, usando funções caracteŕısticas, que Z = XY tem distribuição
Gama(α, γ).

Exerćıcio 15. As variáveis X1 e X2 são independentes com distribuição Gama(αj , β), j = 1, 2. Com
o uso de funções caracteŕısticas, determine a distribuição de X1 +X2.
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