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1. Considere X1, uma amostra de tamanho n = 1, obtida de uma população

normal(µ0, σ
2), em que µ0 é conhecido e σ2 > 0.

(a) Se existirem, apresente estimadores de momentos e de máxima verossimi-

lhança para a variância σ2.

Solução. Utilizando o segundo momento não central, temos que E(X2
1 ) =

σ2 + µ2
0. Pelo método dos momentos, resolvemos σ2 + µ2

0 = X2
1 obtendo

σ2 = X2
1 − µ2

0. Portanto, um estimador de momentos de σ2 é dado por

σ̂2 = X2
1 − µ2

0, se X2
1 > µ2

0.

Para σ2 > 0, a função verossimilhança é dada por

L(σ2;x1) = (2πσ2)−1/2 exp

{
− 1

2σ2
(x1 − µ0)2

}
,

cujo logaritmo é

`(σ2;x1) = −1

2
log(2πσ2)− 1

2σ2
(x1 − µ0)2.

Calculando as duas primeiras derivadas em relação a σ2 obtemos

∂

∂σ2
`(σ2;x1) = − 1

2σ2
+

1

2σ4
(x1 − µ0)2 (1)

e
∂2

∂(σ2)2
`(σ2;x1) =

1

2σ4
− 1

σ6
(x1 − µ0)2 =

1

σ4

{
1

2
− (x1 − µ0)2

σ2

}
. (2)

Igualando a expressão (1) a 0 e resolvendo obtemos σ2 = (x1 − µ0)2. Se

x1 6= µ0, substituindo esta solução em (2) obtemos

∂2

∂(σ2)2
`(σ2;x1) = − 1

2(x1 − µ0)4
< 0,

de modo que a solução σ2 = (x1 − µ0)2 corresponde ao máximo da função

verossimilhança. Logo, o estimador de máxima verossimilhança (MV) de σ2

é σ̂2 = (X1 − µ0)2, se X1 6= µ0.

(b) Considere µ0 = 3 e a observação x1 = 2. Se existirem os estimadores do

item 1a, apresente as estimativas de σ2 baseadas nestes estimadores.

Solução. Notando que x2
1 = 4 < µ2

0 = 9, conclúımos que o estimador de

momentos não existe.

A estimativa de MV de σ2 é (2− 3)2 = 1.



2. A variável aleatória X tem distribuição Poisson(θ), θ > 0. Em um experimento

é posśıvel coletar uma amostra aleatória Y1, . . . , Yn, em que Yi = 0, se Xi = 0 e

Yi = 1, se Xi > 0, para i = 1, . . . , n.

(a) Apresente um estimador para θ.

Solução. A amostra aleatória Y1, . . . , Yn é coletada de uma população com

distribuição Bernoulli(ω), em que ω = P(Y1 = 1) = P(X1 > 0) = 1 −
P(X1 = 0) = 1 − e−θ, pois X1 > 0 representa o evento sucesso. Temos

que E(Y1) = ω = 1 − e−θ. Utilizando o primeiro momento não central,

pelo método dos momentos resolvemos 1 − e−θ = Y obtendo e−θ = 1 − Y
e θ = − log(1 − Y ). Logo, um estimador de momentos de θ é dado por

θ̂ = − log(1− Y ), se 0 < Y < 1.

(b) Com base no estimador do item 2a e nas observações

0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0,

apresente uma estimativa para θ.

Solução. Para estes dados, n = 13 e y = 9/13 = 0, 692, de modo que

θ̂ = 1, 18.

3. Uma variável aleatória X tem distribuição com E(X) = θ + g0β e Var(X) =

π2β2/6, em que g0
∼= 0, 5772, β e θ são os parâmetros, β > 0 e θ > 0. A partir

de uma amostra aleatória X1, . . . , Xn, n > 1, apresente estimadores para β e θ.

Solução. Conhecendo a esparança e a variância de X, podemos aplicar o método

dos momentos, cujas equações são

θ + g0β = X (3)

e
π2β2

6
+ (θ + g0β)2 = M ′

2, (4)

em que M ′
2 =

∑n
i=1X

2
i /n. Substituindo (3) em (4) resulta em π2β2/6 = M2,

em que M2 = M ′
2 − X

2
=
∑n

i=1(Xi − X)2/n, com solução β̂ =
√

6M2/π ∼=
0, 780

√
M2, sendo que β̂ > 0, se M2 > 0. Substituindo esta expressão em (3),

θ̂ = X − g0

√
6M2/π ∼= X − 0, 450

√
M2. Pode ser provado que θ̂ > 0.

4. Pretendemos estimar τ1(θ), τ2(θ) e τ3(θ) com base em uma amostra aleatória

X = (X1, . . . , Xn).

(a) Um estimador T1(X) é tal que E[T1(X)] = τ1(θ)+a1, em que a1 é conhecido,

com a1 6= 0.
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(b) Um estimador T2(X) é tal que E[T2(X)] = b2τ2(θ), em que b2 é conhecido,

com b2 6= 0.

(c) Um estimador T3(X) é tal que E[T3(X)] = b3τ3(θ) + a3, em que a3 e b3 são

conhecidos, com a3 6= 0 e b3 6= 0.

Apresente estimadores não viesados para τ1(θ), τ2(θ) e τ3(θ).

Solução. Levando em conta que τ1(θ) = E[T1(X)] − a1 = E[T1(X) − a1], temos

que T1(X)− a1 é um estimador não viesado de τ1(θ).

Levando em conta que τ2(θ) = E[T2(X)]/b2 = E[T2(X)/b2], temos que T2(X)/b2

é um estimador não viesado de τ2(θ).

Levando em conta que τ3(θ) = {E[T3(X)]− a3}/b3 = E[{T3(X)− a3}/b3], temos

que {T3(X)− a3}/b3 é um estimador não viesado de τ3(θ).

5. As probabilidades de ocorrência de três caracteŕısticas distintas em indiv́ıduos

de uma população são dadas por p1 = θ2, p2 = 2θ(1 − θ) e p3 = (1 − θ)2, em

que 0 < θ < 1. Em uma amostra de tamanho n, Xj representa o número de

indiv́ıduos com a j-ésima caracteŕıstica, notando que X1 + X2 + X3 = n e a

distribuição de (X1, X2, X3) é multinomial(n, p1, p2, p3).

(a) Apresente o estimador de máxima verossimilhança de θ.

Solução. Levando em conta que x3 = n− x1 − x2, a função verossimilhança

é dada por

L(θ;x1, x2) ∝ {p1(θ)}x1{p2(θ)}x2{p3(θ)}n−x1−x2

= θ2x1 {2θ(1− θ)}x2 (1− θ)2(n−x1−x2)

∝ θ2x1+x2 (1− θ)2(n−x1−x2)+x2 ,

cujo logaritmo é dado por

`(θ;x1, x2) = const.+(2x1 +x2) log(θ)+{2(n−x1−x2)+x2} log(1−θ). (5)

As duas primeiras derivadas de (5) em relação a θ são

∂

∂θ
`(θ;x1, x2) =

2x1 + x2

θ
− 2(n− x1 − x2) + x2

1− θ
(6)

e
∂2

∂θ2
`(θ;x1, x2) = −2x1 + x2

θ2
− 2(n− x1 − x2) + x2

(1− θ)2
. (7)
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Igualando (6) a 0 obtemos (1 − θ)(2x1 + x2) = θ{2(n − x1 − x2) + x2} e

2x1 + x2 − θ(2x1 + x2) = θ{2(n− x1 − x2) + x2}, com solução

θ =
2x1 + x2

2(n− x1 − x2) + x2 + 2x1 + x2

=
2x1 + x2

2n
.

Notando que em (7) o sinal é negativo, conclúımos que o EMV de θ é

θ̂ =
2X1 +X2

2n
, se 0 < 2X1 +X2 < 2n. (8)

(b) Em uma amostra de n = 65 indiv́ıduos, foram observados x1 = 16 e x2 = 34.

Com base nestes dados e no estimador do item 5a, apresente estimativas para

p1, p2 e p3.

Solução. Utilizando a expressão (8), a estimativa de MV de θ é θ̂ = (2×16+

34)/(2×65) = 0, 508. A partir da estimativa de θ e aplicando a propriedade

de invariância dos estimadores de MV, as estimativas das probabilidades são

p̂1 = 0, 258, p̂2 = 0, 500 e p̂3 = 0, 242.

A função logverossimilhança está representada na Figura 1.
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Figura 1: Função logverossimilhança com a estimativa de máxima verossimilhança.
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