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1. Considere X;, uma amostra de tamanho n = 1, obtida de uma populacao

normal(jig, 0%), em que po é conhecido e o2 > 0.

(a)

Se existirem, apresente estimadores de momentos e de maxima verossimi-
lhanca para a variancia o?.

Solugao. Utilizando o segundo momento nao central, temos que E(X?) =
0? + pu?. Pelo método dos momentos, resolvemos o2 + g = X7 obtendo

2 ¢ dado por

0? = X? — py2. Portanto, um estimador de momentos de o
02 = X? — i3, se X > psd.
Para 02 > 0, a funcao verossimilhanca é dada por
1
o) = @ro?) o { - ol - )}
o

cujo logaritmo é

1 1
((o% 1) = —§log(27r02) - ﬁ(:cl — 11o)?.

Calculando as duas primeiras derivadas em relacao a o2 obtemos

J . 5 1 1 )
gpzt0 ) = =55 + 57 (21 — ho) (1)
¢ 2 2
0 2 1 1 2 1 1 (1}1 — /lo)
Mf(a ;T1) = 251 F(ﬂﬁ — po)” = F{ﬁ B (2)
Igualando a expressao (1) a 0 e resolvendo obtemos 02 = (x; — ug)%. Se

x1 # Mo, substituindo esta solugdo em (2) obtemos

2, 1

de modo que a solucao 0% = (z1 — pg)? corresponde ao maximo da fungao

<0,

verossimilhanca. Logo, o estimador de méaxima verossimilhanga (MV) de o2

é 0% = (X1 — po)?, se X1 # po.

Considere g = 3 e a observacao ;1 = 2. Se existirem os estimadores do
item la, apresente as estimativas de 02 baseadas nestes estimadores.
Solucao. Notando que 2% = 4 < p2 = 9, concluimos que o estimador de
momentos nao existe.

A estimativa de MV de 6% é (2 — 3)? = 1.



2. A varidvel aleatéria X tem distribuicao Poisson(#), # > 0. Em um experimento
é possivel coletar uma amostra aleatoria Y7,...,Y,, em que Y; =0,se X; =0e

Yi=1,8e X; >0, parai=1,...,n.

(a) Apresente um estimador para 6.
Solucao. A amostra aleatoéria Yy, ...,Y,, é coletada de uma populacao com
distribuigao Bernoulli(w), em que w = P(Y; = 1) = P(X; > 0) = 1 —
P(X; =0) = 1—¢e% pois X; > 0 representa o evento sucesso. Temos
que E(Y]) = w = 1 — e7?. Utilizando o primeiro momento nao central,
pelo método dos momentos resolvemos 1 — e =Y obtendo e =1—-Y

e § = —log(l —Y). Logo, um estimador de momentos de 6 é dado por
f=—log(1-Y),se0<Y <1.

(b) Com base no estimador do item 2a e nas observagoes
0011011111110,
apresente uma estimativa para 6.

Solugao. Para estes dados, n = 13 e § = 9/13 = 0,692, de modo que
h=1,18.

3. Uma variavel aleatéria X tem distribui¢do com E(X) = 6 + gy e Var(X) =
723%/6, em que gy = 0,5772, B e 0 sao os parametros, 3 > 0 e 0 > 0. A partir
de uma amostra aleatéria Xy, ..., X, n > 1, apresente estimadores para [ e 6.
Solucao. Conhecendo a esparanca e a variancia de X, podemos aplicar o método

dos momentos, cujas equacoes sao

0+g08=X (3)
23

6
em que M) = " X?/n. Substituindo (3) em (4) resulta em 725%/6 = My,
em que My = M) — X~ = S (X; — X)?/n, com solugio § = /6My/m =
0, 780v/M,, sendo que B > 0, se My > 0. Substituindo esta expressao em (3),

h=0X — o6 My /7 =2 X — 0,450y/M;. Pode ser provado que 9> 0.

e +(0+ 908)* = M, (4)

4. Pretendemos estimar 71(6), 72(6) e 73(6) com base em uma amostra aleatéria

X = (X1,...,X0).

(a) Um estimador T1(X) é tal que E[T1(X)] = 71(0)+a1, em que a; é conhecido,

com a; # 0.



(b) Um estimador T5(X) ¢é tal que E[T5(X)] = by72(0), em que by é conhecido,
com by # 0.

(¢) Um estimador T5(X) é tal que E[T3(X)] = b373(0) + a3, em que a3 e by sdo

conhecidos, com ag # 0 e bs # 0.

Apresente estimadores nao viesados para 7 (0), 72(0) e 73(0).

Solugao. Levando em conta que 71(0) = E[T1(X)] — a; = E[T1(X) — a4], temos
que T1(X) — a; é um estimador nao viesado de 7(6).

Levando em conta que 75(0) = E[T5(X)]/by = E[T5(X)/bs], temos que T5(X) /by
¢ um estimador nao viesado de 7(#).

Levando em conta que 73(0) = {E[T3(X)] — ag}/bs = E[{T5(X) — a3} /bs], temos

que {T53(X) — as}/bs é um estimador nao viesado de 73(0).

. As probabilidades de ocorréncia de trés caracteristicas distintas em individuos
de uma populacao sao dadas por p; = 02 py = 20(1 —0) e p3 = (1 — 0)?, em
que 0 < § < 1. Em uma amostra de tamanho n, X; representa o nimero de
individuos com a j-ésima caracteristica, notando que X; + Xo + X3 = n e a

distribuigao de (X7, Xo, X3) é multinomial(n, p1, pa, p3).

(a) Apresente o estimador de méaxima verossimilhanca de 6.
Solugao. Levando em conta que x3 = n — x; — x9, a fungao verossimilhanca

é dada por

L(0; 21, x2) oc {p1(0)}" {p2(6) }*{ps(6) }" "~
= 0°" {20(1 — 0)}" (1 — 6)>(*— "1 —72)
o (92331—4—:1@2 (1 . 9)2(n—x1—m2)+x2

Y

cujo logaritmo é dado por
0(0; 1, x9) = const.+ (2x1 +x2) log(0) +{2(n—x1 —x2) + 22} log(1—0). (5)

As duas primeiras derivadas de (5) em relacdo a 6 sao

Q.. 24wy 2(n— 1y — X2) + 1y
ggt iz m) = — 1—0 (©)
¢ 2
0 ‘ o 2m 4wy 2(n— a1 — X9) + X9
wg(‘gv 131,.7)2) - 02 (1 _ 0)2 : (7)



Igualando (6) a 0 obtemos (1 — 0)(2x1 + x2) = 0{2(n — x1 — x3) + x2} €
2wy + xo — 0(221 + 22) = 0{2(n — 21 — x2) + X2}, com solugao

21‘1 + X9 . 21’1 + xo

0 = =
2(”—%1—$2)+$2+25€1+$2 2n

Notando que em (7) o sinal é negativo, concluimos que o EMV de 6 é

§— % se 0.<2X; + X, < 2n. (8)
Em uma amostra de n = 65 individuos, foram observados x1 = 16 e x5 = 34.
Com base nestes dados e no estimador do item 5a, apresente estimativas para
P1, P2 € P3.

Solucdo. Utilizando a expressao (8), a estimativa de MV de 6 6 § = (2x 16+
34)/(2 x 65) = 0,508. A partir da estimativa de e aplicando a propriedade
de invariancia dos estimadores de MV, as estimativas das probabilidades sao
p1 = 0,258, pp = 0,500 e p3 = 0, 242.

A funcao logverossimilhanca estd representada na Figura 1.
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Figura 1: Funcao logverossimilhanca com a estimativa de maxima verossimilhancga.



