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Motivação

� Agrupamento de seqüências

Fonte: Xu & Wunsch (2009)

Aplicações

� Seqüências de DNA

� Processamento de voz 

� Mineração de textos e web

Análise de mercado de ações� Análise de mercado de ações

� Perfil de consumidores

� Diagnóstico clínico

� Sensores robóticos



Como agrupar seqüências?

� Uso de medidas de proximidade

� Extração de atributos 

� Modelos estatísticos 

�Modelos Ocultos de Markov (HMM)�Modelos Ocultos de Markov (HMM)

� Mistura de Cadeias de Markov

� Mistura de Modelos Polinomiais

� Mistura de Modelos ARMA

Hidden Markov Model (HMM)

� Talvez o mais empregado dentre os modelos para 
agrupamento de sequências (Xu & Wunsch, 2009)

� Começou a se popularizar em aplicações para 
reconhecimento de voz (Rabiner, 1989)reconhecimento de voz (Rabiner, 1989)

Cadeias de Markov
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Assume-se que a probabilidade de um dado
estado no tempo t depende apenas do estado no
tempo imediatamente anterior

Hidden Markov Models (HMM)

� Uma sequência de estados não observáveis 
(hidden), em que cada estado é relacionado a 
outro processo estocástico que emite símbolos 
observáveis.
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Definição formal de um HMM

� Ω = {ω1, ω2,..., ωN} (N estados não-observáveis)

� O = {o1, o2, ..., oM} (M símbolos observáveis)

� Três distribuições de probabilidade: 

� transição entre estados, T={aij}:

a = P(ω (t+1)|ω (t)), 1≤  i,j ≤ N;   ∑ a = 1aij= P(ωj(t+1)|ωi(t)), 1≤  i,j ≤ N;   ∑ aij = 1

� emissão de símbolos,   E={bil}:

bil= P(ol(t)|ωi(t));      ∑ bil = 1

� estados iniciais,  π = {πi }:

πi = P(ωi(1)), 1 ≤  i  ≤ N

λ = {T, E, π }

Um pequeno exemplo sobre HMM*

� Sejam q1 e q2 duas moedas “viciadas”, lançadas 
uma por vez, de acordo com o modelo abaixo

� Uma pessoa observa o lançamento e desconhece 
as moedas que estão sendo usadas:as moedas que estão sendo usadas:

q1 q2

P(K) = 2/3 

P(C) = 1/3

P(K) = 1/6 

P(C) = 5/6

*Adaptado de Singh(1999)

K = cara

C = coroa
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� Por simplicidade, vamos assumir como 
probabilidades no lançamento inicial: 

p(q1) =1 e P(q2)=0

Um pequeno exemplo Parametrizando o exemplo como HMM

TNxN =









60,040,0

20,080,0

ENxM = 



 3/13/2

ENxM = 



 6/56/1

π’=  [1   0]

λ1 = {T, E, π }



� Após 5 lançamentos, obteve-se como resultado:
{ K, K, C, C, C }  (evento A)

Dado o modelo, pode ser de interesse a

Um pequeno exemplo

� Dado o modelo, pode ser de interesse a
probabilidade de que uma dada seqüência de
moedas tenha gerado o evento A, por exemplo:

{q1,q1,q1,q2,q2} (evento B)

A = { K, K, C, C, C } 

B = {q1,q1,q1,q2,q2}

P(A ∩ B) = P(A|B)* P(B)

0,0768

0,1029
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P(A ∩ B) = P(A|B)* P(B)

P(A ∩ B) ≈ 7,9*10-3

*λ1 é apenas um dentre os possíveis HMM, P(A ∩ B| λ1 ) ≈ 7,9*10-3

Inferência em HMM (Xu & Wunsch, 

2009)

� Avaliação da verossimilhança,  P(O|λ): 
probabilidade de que uma seqüência O tenha 
sido produzida pelo HMM λ

� Interpretação de estados , P(Ω| O, λ): 

qual a seqüência de estados mais provável , 
dado O e o λ

� Treinamento de modelos 

estimar parâmetros ótimos (λ) usando um conjunto 
de seqüências de treinamento

Avaliação da verossimilhança

� Avaliar a probalidade de uma sequência o de símbolos 
observados, para um dado modelo, P(o|λi).

� Como os estados não são conhecidos

P(o|λi) = ∑f P(o, ωf| λi) 

= ∑ P(o| ω , λ ) P (ω | λ )= ∑f P(o| ωf, λi) P (ωf| λi)

� Sendo L, o tamanho da sequência, há NL sequências 
possíveis de estados 

� Enumeração exaustiva é inviável na prática

� Solução: Programação dinâmica

Algoritmos Forward ou Backward, O(N²L) (maiores 
detalhes em Xu & Wunsch, 2009)



Interpretação de estados

� Podemos ter interesse em identificar a sequência ω*

com maior probabilidade de ter gerado o

ω* = argωmax (P(ω | o, λ))

� Solução eficiente por meio de programação 
dinâmica 

Algoritmo de Viterbi (Viterbi, 1967)

Treinamento de Modelos

� Não há solução análítica para identificar o 
modelo (λ’) de máxima verossimilhança

λ'= argmax
λ

P(O | λ)

� Atualização recursiva dos parâmetros de modo 
similar ao visto anteriormente no caso de EM

� Algoritmo Baum-Welch (Rabiner, 1989):

estima-se parâmetros (T, E, π) usando apenas 
sequências observadas (treinamento)

Agrupamento baseado em HMM

� Idéia básica: 

Dentre um conjunto de L sequências observadas, elas 
podem ter diferentes probabilidades de terem sido 
geradas por um HMM , i.e. P(O|λ)

Podemos agrupar sequências observadas em � Podemos agrupar sequências observadas em 
diferentes HMMs 

� Não é um problema trivial:

As sequências podem ter diferentes tamanhos e não 
há uma métrica natural para a comparação das 
mesmas.

Agrupamento baseado em HMM

� Proposta de Smyth (1997): mistura de K modelos HMM

� Pode-se representar a densidade de probalidade de tal 
mistura por:
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Ci refere-se ao i-ésimo HMM, com parâmetros θi

� A interpretação da fórmula é similar àquela do contexto de 
mistura de gaussianas  (visto no caso de EM), a diferença 
básica é que o refere-se a uma sequência. 
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Agrupamento baseado em HMM

� Se o objetivo é definir um modelo geral para 
as L sequências, K diferentes HMM poderiam 
ser reunidos num só HMM (HMM composto, 
cujos  parâmetros são representados por θ) 

(Smyth, 1997)(Smyth, 1997)

Num HMM composto, para K=2, a matriz de 
transição T poderia ser representada por:
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T1 e T2 são as matrizes de probabilidades de transição de cada HMM

� Versão resumida do algoritmo ( Smyth,1997):

1. Modelar cada sequência oi, 1≤ i ≤ L, com um HMM 
composto por N estados e  com parâmetros λj .

2. Calcular log(P(oi|λj)), 1≤ j ≤ L

Agrupamento baseado em HMM

2. Calcular log(P(oi|λj)), 1≤ j ≤ L

3. Agrupar as sequências em K clusters, usando uma 
medida de distância baseada em log(P(oi|λj)).

4. Modelar cada cluster obtido em (3) com um HMM e 
inicializar um HMM-composto

5. Treinar o HMM-composto com o algoritmo Baum-
Welch (até convergência)

� Em (3) Smyth (1997) utilizou como medida de 
proximidade: 

em conjunto com agrupamento hierárquico 
(complete linkage).

Agrupamento baseado em HMM

D(λi, λj) = [ P(oi| λj)+ P(oj| λi) ]  / 2

(complete linkage).

� No algoritmo apresentado, pressupôs-se K e N 
conhecidos a priori

� Uma extensão natural deste algoritmo, seria 
estimar K e N na etapa de treinamento. (Smyth, 
1997)   

� A discussão ao longo do seminário baseou-se em 
probabilidades discretas de emissão de símbolos 
(E)

� O caso de observações com distribuição contínua 

Agrupamento baseado em HMM

� O caso de observações com distribuição contínua 
segue basicamente os mesmos princípios vistos 
anteriormente, exceto que E pode ser modelada 
como uma mistura de distribuições (e.g. mistura de 
gaussianas) 
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� Os slides a seguir contêm uma versão resumida dos 
algoritmos citados ao longo da apresentação, utilizados em 
problemas de inferência em HMM:

� Avaliação de Verossimilhança:

Algoritmo Forward e Algoritmo Backward

Material complementar*

� Interpretação de Estados:

Algoritmo de Viterbi

� Treinamento de Modelos:

Algoritmo Baum-Welch

*No livro  de Xu & Wunsch (2009), pode-se encontrar material mais 
detalhado sobre tais algoritmos (cap. 7), bem como outras 
referências.



Algoritmos Forward e Backward

� Podem ser usados para avaliar a probalidade 
de que uma sequência o de símbolos 
observados tenha sido produzida por um dado 
HMM com parâmetros λ, i.e. P(o|λ).HMM com parâmetros λ, i.e. P(o|λ).

� Possibilitam calcular P(o|λ) com complexidade 
O(N²L), sendo N o número de possíveis estados 
e L o tamanho da sequência.

Algoritmo Forward

α t (i) = P(o1...ot , qt = si | λ)

α t ( j) = α t−1(i)aij

i=1

N

∑
 

 
 

 

 
 b j (ot )

Notação: 

aij representa a probabilidade de transição do estado i para j.

bj(ot) é a probabilidade de que um estado j gere uma observação o, no 
tempo t

Algoritmo Forward

� Inicialização:

� Indução: 

α1(i) = π ibi(o1) 1≤ i ≤ N

Indução: 

� Terminação:

α t ( j) = α t−1(i)aij

i=1

N

∑
 

 
 

 

 
 b j (ot ) 2 ≤ t ≤ T,1≤ j ≤ N

P(O | λ) = αT (i)
i=1

N

∑

Algoritmo Backward

βt (i) = P(ot +1...oT | qt = si,λ)

βt (i) = aijb j (ot +1)βt +1( j)
j=1

N

∑
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 
 
 
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 
 
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� Inicialização:

� Indução:

βT (i) =1, 1≤ i ≤ N

Algoritmo Backward

� Terminação:  

β t (i) = aijb j (ot +1)βt +1( j)
j=1

N

∑
 

 
 
 

 

 
 
 

t = T −1...1,1≤ i ≤ N

P(O | λ) = π i β1(i)
i=1

N

∑

Algoritmo de Viterbi*

oTo1 otot-1 ot+1

� Utilizado a fim de encontrar a sequência de estados X que 
melhor se ajusta às observações.

� Ou seja: )|(maxarg OXP
X

*Adaptado de Blei (1999). O material original está disponível em : 
www-nlp.stanford.edu/fsnlp/hmm-chap/blei-hmm-ch9.ppt  

Notação:
aij representa a probabilidade de transição do estado i para j.
bjot

é a probabilidade de que um estado j gere uma observação o, no tempo t

oTo1 otot-1 ot+1

x1 xt-1 j

Algoritmo de Viterbi
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A sequência de estados X que maximiza a 
probabilidade das observações até o tempo 
t-1, dado que xt= j, e observando ot no 
tempo t

oTo1 otot-1 ot+1

Algoritmo de Viterbi

x1 xt-1 xt xt+1
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Calcular 
recursivamente,
de t=2,…T

Inicializaçãoδ j(1) =π j bjo(1), 1 ≤ j ≤ N

ψj(1) = 0, 1 ≤ j ≤ N



oTo1 otot-1 ot+1

Algoritmo de Viterbi

x1 xt-1 xt xt+1 xT

)(maxargˆ TX i
i

T δ=

)1(ˆ
1

^ +=
+

tX
tX

t ψ

)(maxarg)ˆ( TXP i
i

δ=

Obter a sequência 
mais provável, 
para t = T-1 até 1 .

oTo1 otot-1 ot+1

Estimação de Parâmetros

A

B

AAA

BBB B

• Dada uma sequência observada, como encontar o 
modelo mais verossímil?

• Dados λ e a sequência o, atualizar T, E  e π de 
modo que melhor se ajustem às observações.

• Algoritmo de Baum-Welch

oTo1 otot-1 ot+1

Algoritmo de Baum-Welch

A

B

AAA

BBB B

(“Passo E” : avaliação de probabilidades*)

∑
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pt(i,j) = P(xi(t), xj(t+1) | o, λ)

*Requer atualização das variáveis  αi (algoritmo forward) e βj (algoritmo backward)

oTo1 otot-1 ot+1

A

B

AAA

BBB B

(“Passo M” : atualização de parâmetros)

Algoritmo de Baum-Welch
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Probabilidades dos estados iniciais

Probabilidades de transição entre estados

Probabilidades de emissão de símbolos



� Alterar entre os passos “E” e “M” até convergência

Algoritmo de Baum-Welch Algoritmo Baum-Welch: visão geral*

*Retirado de Xu & Wunsch (2009)


