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» Como decidir que uma linguagem é ou ndo
regular?

- Ndo bastaria ndo conseguir exibir um AF ou
uma ER

» Toda linguagem regular satisfaz o Lema
do Bombeamento (LB).

» Se alguém apresenta a vocé uma falsa LR,
use o LB para mostrar a contradigdo, pois
ela ndo vai satisfaze-lo.



* O Lema do Bombeamento (Pumping Lemma) nos
diz que

" qualquer cadeia suficientemente longa w de uma
LR pode ser decomposta em 3 partes:

w = Xyz, de maneira que podemos construir
outras cadeias da linguagem pela repetigdo da
parte central y. "

- Isto €, todas as cadeias da forma xy*z estdo
também na linguagem. Ou seja, podemos acionar
a bomba quantas vezes quisermos, para criar
quantas sentengas novas da linguagem
desejarmos: Xz, Xyz, Xyyz, Xyyyz, ...



Mostrando que uma Linguagem ndo é Regular

» Para mostrar que uma linguagem ndo é
regular, mostramos que

- ndo hd como decompor uma cadeia (qualquer,
arbitrariamente longa) da linguagem de
forma que seja possivel bombear e o
resultado continuar na linguagem.



Lema do Bombeamento

Se L é uma linguagem reqgular, entdo:

existe uma constante natural n (que
depende de L) tal que qualquer cadeia w
de L, com |w| 2 n, pode ser decomposta
em trés subcadeias x, y, z (w=xyz) de
forma que:

|xy| < n

y2A(istoé, |yl 21)e

para qualquer k > 0, xykz e L.



Demonstragdo (simplificada): Baseia-se no fato
de que, para as cadeias /fongas w, é necessario
usar pelo menos um loop de estados num AFD
que aceite a linguagem.

Assim, os simbolos de x sdo usados para
chegarmos a um estado q do loop;

os simbolos de y sdo usados para dar a volta no
loop, de volta ao estado q;

os simbolos de z sdo usados para ir de q até um
estado final.

Portanto, podemos dar quantas voltas no loop
quisermos, e repetir y um nimero qualquer k de
vezes: Xxykz.

As cadeias curtas (comprimento < n) ndo
sdo consideradas porque podem ser
aceitas sem passar por qualquer loop.



Suponha que L seja regular. Entdo existe um
AFD A, com n estados, que a reconhece.
Considere qualquer string w de comprimento
n ou maior: w=a,a,as...d,,, onde mzn, e cada a;
é um simbolo de entrada. Para i=0,1,..n,
defina o estado p, como 6(qo,a,a,a5...a;). Isto
é, p; € 0 estado em que A se encontra depois
de ler os primeiro i simbolos de w. Note que
po=qo.

0,a,03..0;
— PO » Pl




Como so existem n estados, ndo é possivel que os n+l
diferentes p;, para i=0, 1...n sejam distintos. Desse modo,
podemos encontrar dois inteiros diferentes, i e j, com
O< i<j <n, tais que p; = p;. Agora, podemos dividir w = xyz

como a sequir.:
9 y:0i+1...GJ

1. x= d,a-as...qa;
X=010203...0; ™/ Z=Qj,1...4p

2. y — ai+10i+2---aj — % po b Pl ,O

3. Z=Q4Qj,,...0n,

Observe que x pode ser vazio (i=0) e z pode ser vazio, se
j=n=m. Mas y ndo pode ser vazio, pois i € estritamente
menor que j. Também é verdade que |xy| <n. Falta
verificar a Ultima condicdo:

Vejamos o que acontece com A para entradas xy*z para
qualquer k >O:



‘Se k=0 (w=xz): A vai de po para pi na entrada x. Tendo em
vista que pi=p;, A deve ir de p; para o estado final, para a
entrada z. Desse modo, A aceita xz.

-Se k >0 (w=xy*z): A vai de po a pi sobre a entrada x, circula de
p; para p; k vezes para a entrada y*, e depois vai para o estado
de aceitagdo para a entrada z. Dessa forma, para qualquer k>0,
xykz também € aceito por A; ou seja, xykz estaem L. U



Exemplo provando que L ndo é regular

L={abi|iz0}



Considere a cadeia w = a'b' . Qualquer decomposicdo
w=xyz deve ter emy o mesmo numero de a's e de
b” s, para que a propriedade de que o numero de a” s

F

é igual ao de b” s se mantenha nas cadeias x y* z.

Se isso ndo acontecer, quando acrescentarmos mais
um y (aumentando k de 1), obteremos uma cadeia
fora da linguagem. Portanto, y deve ser da forma

al bl, com | >0, jd que y ndo pode ser vazia.

Mas nesse caso, x y° z conterad a cadeia a) bJ aJ bJ,
com pelo menos um a e depois um b, o que ndo pode
acontecer na linguagem.

Ou seja, nenhuma decomposigdo € possivel, -
contrariando o Lema, e podemos concluir que L ndo
é regular.



Exemplo: provando que uma LR obedece o LB
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+ Seja L = {ab"a| n>=1 e impar} ou {ab®™!a | n>=0}
* Pelo Lema do Bombeamento, temos que:

* seja n =4 (nimero de estados do AF)
 Paraw = abbba |w| =5>=4

Sejam:

- X=ab

-~ y:bb |xy|<: 4. |y| >= 1

- Z=a

Para todo k >= 0, ab(bb)ka € L



Exercicios

Mostre que as linguagens abaixo nao sao regulares:
1) L={xx"|xe{0,1}*}

2) L={0"10"| n>=1}

3) L={0"1m2"| n e m sao inteiros quaisquer}

4) L={0"1M|n<=m}

5) L={0"1"|n>=1}




+ Existem muitas operagdes que, quando aplicadas a

LR, resultam em uma LR (dizemos que sdo
fechadas).

+ Entre elas temos: unido, complemento e
intfersec¢do (operagoes booleanas), concatenagdo,
fechamento, diferenca e reverso (a,a,...a, >
a,...a,qy).

+ Elas sdo Uteis tfambém como ferramentas de
construcdo de automatos.



operagdo (op) |LRop LR
unido LR
concatenacgao LR
fechamento LR
complemento _R
intersec¢ado LR
diferenca LR
reverso LR




- A classe das LR é fechada sobre a unido.
SellélRel2élLRentdo Ll UL?
também é.

* PROVA: Sejam L1 e L2 reconhecidas por
AF M1 =(Q1,x1,61,q0,F1)e M2 =
(Q2,22,62,ro0,F2). SuponhaQl n Q2 = @
e so ¢ Ql; so ¢ Q2.

M3 = (Ql U Q2 U {so}, =1 U2, 383,50, F)é
um AFND onde:



+ Selelloul2entdo F=F1uF2u{so}cc.
F=FluUF2

1) 53(s0,a) = {61(qo,a), 62(ro,a)} para todo a € X1 U X2
+ 83<2)33(q,a) = 61(q,a) para todo q sQlea € 21 | ,ontinuam
3) 83(q.0) = 52(q.a) para todo q eQ2 e a e 12 03 Mmesmos

L(M3) = L(M1) U L(M2)
/

‘\




* Use o Lema 3.1 para fazer um AFND que
reconheca L(IM) = { x € {0,1}* | o nro de
I's em x é multiplo de 3 OU de 4}



M3 =?



* A classe dos conjuntos aceitos por um AF
é fechada sobre o complemento (Se L €
uma LR entdo L também é).

» Prova: M1 = (Q, 1,81, qo,F) € um AF que
aceita um conjunto L1. Seja 2 um
alfabeto contendo =1 (pode ser o mesmo)
e d um estado ¢ Q. M2 aceita X2* - L1.

- M2 = (Qu{d}, 22,582,q0, (Q-F)u{d})



* 82(q.,a) = 61(q,a) paracadaq € Qea € X1
(continua o anterior)

»+ 82(q,a)=dparacadaq € Q ea e (X2 - X1)
do particular estado

» 82(d,a) = d para cada a € X2

» Exemplo: Use o Lema 3.2 para reconhecer o
complemento de L(M1) = (x e {1}*| x possui
um nro impar de 1's}.



M1: reconhece
impar

M2: Reconhece
par

D é um estado
inacessivel que
pode ser
eliminado.
Portanto M pode
ser reduzido



- A classe das LR é fechada sobre a

interseccdo. SeL1é LR e L2 é LR entdo
L1 n L2 também é.

* Prova: dos Lemas 3.1 e 3.2 edalei de De

Morgan, desde que a propria intersecgdo
usa operagoes de unido e complemento.

L1nLl2=L10UL2

* A classe dos conjuntos aceitos por um AF forma
uma Algebra de Boole. Isto é, é uma colecdo de
conjuntos fechados sobre a unido, complemento e
intersecc¢ado.



* A classe dos conjuntos aceitos por um AF €
fechada sobre a concatenagdo. Se L1 elLRe

L2 € LR, entdo L1.L2 é LR.

* Prova: Seja M1 = (Q1, 21,51, q1,F1)
aceitando L1 e M2 = (Q2, 22,52, q2,F2)
aceitando L2.

+ Assumimos Q1 e Q2 disjuntos e = = X1 = 32,

- M3 =(QluU Q2,%,63,q1,F) éum AFND
onde:



+ 83(q,a) = {61(q,a)} para cada qe(Q1 - F1) e aeX.

M3 age como M1 para o comego da cadeia
possivelmente vazia

63(q.,a) = {81(q,a), 62(q2,a)} para cada qeF1 e acX.
M3 continua em M1 ou vai para M2

+ 83(q,a) = {62(q,a)} para cada q € Q2. M3 age como
M2 depois que a cadeia de entrada pertence a L2.

+ Se L ¢ L2 entdo F = F2 (vai aceitar em M2)

+ Se h e L2 entdo F = F1 U F2 (aceita também
cadeias de L1).



0
L2= 0*(10+0)

<D
(a2
L1=(01,12 1)



0
0*(10+0)

b\
L2

<D
(a2
L1=(01,12 1)




* Use o Lema 3.2 (complemento) e o Teo 3.8

(concatenagdo) para construir um AF M que
a partir de M1 e M2 reconhega L = L1.L2

0
M1 _"\@\
[o

— (0

M2 yk_/‘\
1

el T el

‘ 0
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» A classe dos conjuntos aceitos por um AF é
fechada sobre o fechamento. Se L € LR

entao

L* é LR.

* Prova: Seja M = (K, Z, 8, qo,F) um AF que aceita L.

M’ = (K
- G

5°(q.a) =

u{qo’}, 2,8",q90",Fu{qo’}) aceita L*.
0" é tfambém final pois A € ao fecho
{5(q.0), q0)} se 5(q.a) € F

{8(q.0)} c.c. para V q € K

(todas as transi¢des que estavam chegando no final, ganham uma cépia
para voltar ao inicio)

5 (qo” ,a)

({S(qo,a),qo} se 5(qo,a) € F
K{S(qo,a)} cc

{




* Use o0 Teo 3.9 para construir um AF
que reconhecga o fecho de L = {01,11}

- L*={x, 01,11,0101,0111,1101,1111,
010101, ...}

_

0,1

v
4—
o
~
f—

D — @

1




+ Se L e M sdo linguagens reqgulares
entdo L - M fambém é.

* Prova:L-M =L~ M. Como o
complemento e a intersecgdo de
linguagens regulares também sdo
regulares, L - M também é.



Dadas uma cadeia w e uma linguagem
regular L, wel?

+ Se L é representada por um AFD:

- simule o automato e verifique se um
estado final é alcancado. Se |w|=ne o
AFD é representado por um estrutura de
dados adequada (matriz de transig¢do),
entdo cada transi¢do exigira um tempo
constante e a verificagdo levara tempo

O(n). (veja que o famanho da entrada é dado
pelo comprimento da cadeia)



* Ha uma forma para minimizar um AFD. Ou
seja, sempre é possivel encontrar um AFD
equivalente que tenha o nimero minimo de
estados.

+ Esse automato minimo € dnico: dados dois
AFDs quaisquer, com nimero minimo de
estados, sempre podemos renomear os
estados de modo que os dois AFDs se
tfornem iguais.



