(S
AT

Por que ndo encontramos algoritmos polinomiais para
muitos problemas?

Talvez ndo tenhamos AINDA encontrado ou talvez
eles sejam MESMO intrinsicamente dificeis
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Introducao

Objetivos:
Apresentar o conceito de NP-completude e de redugoes

--- nossa ferramenta principal de comparagdo da dificuldade entre
problemas.

Topicos:

Algoritmo Exponencial versus Polinomial

Problemas de Decisdo

As classes P, NP, co-NP e suas relagoes

Exemplos de problemas (SAT, principalmente)
Algoritmos Ndo-deterministicos

Completude

Reducdo Polinomial

Estrutura de Prova de alguns problemas NP-completos



Algoritmos Polinomiais e Exponenciais

* Algoritmos . sdo, em geral, simples L
variagoes de pesquisa exaustiva no espago de solugoes

(forca bruta).

+ Algoritmos sdo obtidos através de um
entendimento mais profundo da estrutura do problema.
Vejam como exemplo a descoberta em agosto de 2002
de um algoritmo polinomial para o

Um problema é considerado infr¢ se ndo existe um
algoritmo polinomial para resolve-lo.

Um problema é considerado | se
existe um algoritmo polinomial para o problema. Tais
problemas sdo considerados eficientes.
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Ciclo Hamiltoniano

- Algoritmo Ingénuo: Listar todas as
permutacoes de vértices de G e entdo
checar cada permutagdo para ver se ela é
um ciclo hamiltoniano.

- Qual é o tempo de execugdo deste
algoritmo?

A cycle is a path where the last vertex is adjacent to the first. A cycle in which no
vertex is repeated is said to be a simple cycle.

A simple cycle that passes through every vertex is said to be a Hamiltonian cycle.
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Solucao (Unica) para o grafo acima: o ciclo (1, 2,4, 3,1). O
peso total desse ciclo € 15+20+18+10 = 63.

Assim, se W > 63, a resposta € “sim”, caso contrario, ¢ “nao”.

Para grafos com 4 nos, no maximo ha 2 solucdes possiveis (verifique).
Em grafos de m nos, o numero de ciclos distintos cresce como O(m!),
que é maior que 2°™M para qualguer constante c. >



Tempo de Execugdo

» Se usarmos a matriz de adjacéncias como
uma codificagdo do grafo, o nimero m de
vértices no grafo é Q(raiz(n)) onde n =
|<G>| € o tamanho da codificagdo de 6.

- Existem ml de vértices e o
tempo de execugdo é Q(ml) = Q(raiz(n)!) =
(2 raiz(n) ) que ndo € polinomial.

2"<=nl<=n"paran>= 4



Notacdo Q -

é usada para expressar o
limite inferior do tempo de execugdo de
qualquer

+ Exemplo: O limite inferior para qualquer
algoritmo de ordenagdo que utiliza
comparagdo de chaves é Q(n log n).



Clique

O Problema
pede para defterminar se G contém um clique de famanho k, ou seja,
contendo k vértices.

- Algoritmo Ingénuo: Listar todos os k sub-conjuntos de V e
checar cada um para ver se forma um clique. O tempo de
execucdo é:

Q(k? [Ivl] ) coeficiente binomial = nimero de

k

modos de escolher k em |V| =
= V]!

kI (|V] - k)

que é polinomial se K é constante, mas em geral K
pode ser proporcional a |V| e neste caso roda em tempo super-
polinomial. s
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Problemas de Decisdo

* Resolver problemas de decisdo podem
ser pensados como "reconhecimento
de linguagens formais”

» As instdncias do problema sdo
codificadas como cadeias e uma
cadeia pertence a linguagem sse a

resposta ao problema de decisdo é
SIM



Problemas de Decisdo (Sim/Nado)

* Por simplicidade, a Teoria da
restringe sua atencdo a

» E fdcil transformar um problema genérico
em um problema de decisdo.

» Os problemas de otimizagdo podem ser
refraseados pela imposi¢cdo de um limite
sobre o valor a ser otimizado.

10



Exemplo 1: Caixeiro Viajante

0s: um conjunto de cidades C = {cl,c2, ..., cm}, uma
distancia d(ci,cj) para cada par de cidades ci, ¢j € C, e uma
constante k

: 0o achar um caminho que passe por
todas as cidades e cujo tamanho seja

: Existe um caminho para todas as

cidades em ¢ cujo comprimento total seja a
k? (SIM/NAO)

Obs: pode também ser refraseado em termos de caminho
hamiltoniano.

stum gLrafo G (V,E) ndo dirigido com peso nas arestas e
um ndmero k.

: Existe um ¢aminho hamiltoniano cujo
custo seja k? (SIM/NAO) 11



Exemplo 2: Caminho Minimo

: um grafo G = (V,E), dois
vértices u,v € V e um inteiro ndo
negativo k.

: Existe um
caminho em G enfre u e v cujo

comprimento seja no maximo k?
(SIM/NAO)
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Classe P

P € a classe de problemas que podem ser
resolvidos por algoritmos deterministicos

em tempo polinomial.

* Podemos ser simplistas se considerarmos que
- "estar em P significa "facil" e "ndo estar em P"
significa "dificil".
* Na teoria esta suposigdo ¢é vdlida, POREM na
prdatica nem sempre é verdadeira por vdrias
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Algoritmos Eficientes versus
Ineficientes

A teoria ignora fatores constantes. Um problema que tem
tempo 10190 n estd em P (tem tempo linear?), mas ¢ intratavel na
pratica. Um problema que tem tempo 10-19099 21 ndo estd em P (tem
tempo exponencial), mas € tratavel para valores de n acima de 1000.

A teoria ighora o famanho dos expoentes. Um problema que tem
tempo nl9% esta em P, mas € intratdvel. Um problema com tempo 2
/1000 ndo estd em P, mas é tratdvel com n acima de 1000.

Embora, em geral, graus elevados e coeficientes muito grandes ndo
ocorram ha pratica.

Ela sé considera a andlise de pior tempo.

Ela ndo considera S mesmo aquelas que
admitem uma pequena probabilidade de erro.

Um algoritmo 2" é muito mais rdpido que um algoritmo n° para
n<=22.( n=22->4.194.304 X 5.153.632) .



Classe NP

Formalmente, NP € a classe de problemas que podem

ser resolvidos por algoritmos ndo-deterministicos e
tempo polinomial.

Ou, alternativamente:

NP ¢é a classe de problemas de decisdo para os quais

uma dada solugdo pode ser verificada em tempo
polinomial.

Assim, para mostrar que um problema esta em NP:

- apresentamos um algoritmo ndo-deterministico polinomial para
o problema ou

- apresentamos um algoritmo deterministico polinomial para
que uma dada solugdo (a solugdo adivinhada) é vdlida.
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MTND

» Onde uma maquina de Turing hormal
diz a vocé se uma solugdo particular é

correta,
- uma ira dizer a
vocé e

somente leva o fempo da maior
verificacdo.
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Caracterizando NP

As solugoes para uma dada entrada podem ser geradas
e verificadas:

: apesar de ser possivel € muito
lento porque o conjunto de solugdes a ser verificado
e muito grande (nao-polinomial).

: verifica¢do de todas as solugdes
ao mesmo tempo (neste caso a solugdo poderia ser
obtida em tempo polinomial).

] “ica: descobrir alguma
propriedade dos objetos envolvidos e obter um
algoritmo que ndo precisa verificar todas as solugoes.
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Caracterizando NP

pode representar computagdo

Um computador ndo-deterministico, quando diante de duas ou mais
alternativas, € capaz de produzir copias de si mesmo e continuar a
computagdo independentemente para cada alternativa.

A computagdo paralela ndo € a resposta para tornar tratdvel
um algoritmo exponencial. O obstdculo € a equagdo:

Trabalho = tempo de paralelismo X nimero de processadores )

Assim, € impossivel tornar um dos dois ou os dois componentes exponenciais. E
improvavel que vamos construir um computador com um ndmero astronomico de
processadores.

Um algoritmo ndo-deterministico é capaz de escolher uma dentre
varias alternativas possiveis a cada passo (o algoritmo é capaz de
adivinhar a alternativa que leva a situagdo).
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Algoritmos Ndo-deterministicos

Algoritmos ndo-deterministicos contém
operagoes cujo resultado ndo € unicamente
definido (ainda que limitado a um conjunto
especificado de possibilidades):

1. Adivinha uma atribuigdo para as variaveis

2. Checa a atribuigdo

Funcdo Escolhe(C)

- Escolhe um dos elementos de C de forma
arbitrdria

- Sempre que existir um conjunto de
opgdes que levem a um término com
sucesso entdo este conjunto serd
escolhido

A complexidade de Escolhe( ) é O(1).

19



Exemplo 1 - Busca Linear

* Pesquisar/Buscar o elemento x em um conjunto
de elementos A[l..n], n>=1

| <- Escolhe(A, 1, n)
If A[i] = x then sucesso
Else insucesso

+ Complexidade: O(1)

* Para algoritmos deterministicos a complexidade
da busca linear é Q(n)
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Exemplo 2 - Clique

Clique: se um grafo G = (V,E) ndo dirigido contém um
glique ?e tamanho k. ¢ € um subconjunto de vértices de tamanho k
o grafo.

Entrada = <G k>

1. c<- Escolhe(G k) {escolhe ndo-deterministicamente um
subconjunto c de k nos de G}

2. Cheque se par u,v € ¢,aaresta (uyv) € E
3. Se sim aceite sendo rejeite

Uma forma alternativa é construir um V para Cligue.

Entrada = <6 ,k,c>
1. Teste se c é um conjunto de k nés em 6
2. Se sim entdo Cheque se par uv € ¢, aaresta (u,v) € E
3. Se sim entdo sucesso sendo insucesso
sendo insucesso

O tamanho do certificado: O(n) (n=|V|)
Complexidade: O(n?)
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Exemplo 3 - Satisfatibilidade

SAT: Checar se uma expressdo booleana na forma normal conjuntiva
(CNF) com literais xi ou — xi , 1 <= i <= n é satisfativel, isto &, se
existe uma atribui¢do de valores logicos (V ou F) que torne a
expressdo verdadeira.

Varias cldusulas
conectadas com

Satisfativel: (X1 " X2) A (X]. Vx3V X2) A (X3) A. Cagla clausula
X1=F:x2 =V x3 = V ot e
Ndo Satisfativel: (x1) A (—x1) v
Procedure Aval(E,n) Certo, F,V,V satisfaz a
Begin F'vlv

Fori<-1tondo

expressdo
Xxi <- Escolhe(true,false) A f&/

if E(x1,x2,...xn) = true then sucessoy %@' J
else insucesso -,
end

O algoritmo obtém uma das 2" atribuigdes de forma ndo-deterministica
em O(n). 22



Importancia de SAT

- Esse problema desempenha aqui nha Teoria da Complexidade o
mesmo papel que o Ay, (Problema da Parada) para problemas
indecidiveis:

* uma vez demonstrado intratdvel, sua redugdo a outros problemas
nos permite concluir que esses também sdo intratdveis.

* A nogdo de redugdo deve ser alterada aqui:

» a existéncia de um algoritmo para transformar instancias de um
problema em instancias de outro ndo € mais suficiente.

+ Esse algoritmo deve demorar no mdximo um ,ou
entdo a redugdo ndo permitira concluir que o problema de destino
é intratdavel, mesmo que o de origem o seja.

- Falaremos de "redugdo de tempo polinomial”.
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A Questado P " NP E a Classe co-NP

* E uma questdo aberta se P = NP, pois a prova parece exigir
técnicas ainda desconhecidas. Mas se acredita que ndo sdo a
mesma classe.

24



» Classe co-NP de problemas: problemas de
decisdo cuja solugdo admite um
certificado/verificagdo polinomial.

- Exemplo: Validade
Dado: uma expressdo booleana

Problema: Decidir se a expressdo € valida
(i.e. satisfativel para todas as
atribuigdes de valores ldgicos)

Expressdo Booleana Invdlida e

Expressdo Booleana Vdlida:



Validade esta em co-NP

1. Escolha/Adivinhe uma atribuicdo de
valores |dgicos

2. Cheque se ela ndo satisfaz a expressao

26



* Por definigdo, o complemento de toda
linguagem NP estd em co-NP.

* O complemento de uma linguagem co-NP
esta em NP.

VALIDADE
esta em co-
NP!




NP e co-NP

co-NP .

P < co-NP: pois co-P =P, e P = NP

28



» Ainda € uma questdo aberta se NP é
fechada sobre o complemento, isto €,

- Se L € NP implica que complemento de L
e NP? Podemos refrasear a questdo
acima como: NP = co-NP?

+ Sabemos que P é fechada sobre o
complemento, assim P = NP m co-NP,
mas ndo sabemos se P = NP n co-NP.

VAY



Cenarios de pesquisa entre as classes de
complexidade P, NP e co-NP.

P= NP = co-NP ®

> G

Mais provavel!
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NP -Completude

- No inicio dos anos 70, Cook & Levin
descobriram certos problemas em NP

cu])a complexidade individual era
relacionada com a da classe inteira.

Estes problemas sdo chamados

Eles sdo os mais dificeis da sua propria
classe e assim podemos escolher
qualquer um deles para avangar técnicas
de resolugdo para a classe inteira.
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Se um algoritmo de tempo polinomial existir para
qualquer um destes problemas, tfodos os problemas
em NP seriam resolvidos em tempo polinomial.
Talvez seja esta a razdo de se acreditar que P #
NP.

Assim, a classe NP-completo tem a propriedade de
que, se um problema NP-completo puder ser
resolvido em tempo polinomial todos os problemas
em NP tem solugdo polinomial e P = NP.

32



Circuito
hamiltoniano,
Caminho
halmiltoniano,
Caixeiro viajante,

Clique, SAT com 3
ou mais literais ...
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Redugdo/Transformagado
Polinomial

* Na parte do curso sobre computabilidade
ja definimos o conceito de reduzir um
problema para outro.

* Aqui vamos usar uma redugdo que leva em
confta a

34



+ Sejam P1 e P2 dois problemas de decisdo.
Suponha que exista um algoritmo A2 para
resolver P2.

+ Se for possivel transformar P1 em P2 e
sendo conhecido o processo de transformar
a de P2 em uma de P1 entdo o
algoritmo A2 pode ser utilizado para
resolver P1.

+ Se as transformagoes nos dois sentidos

(entrada e saida) puderem ser realizadas em

TEMPO POLINOMIAL entdo P1é
olinomialmente transformavel em P2.
enota-se: P1 <p P2

35



Graficamente

Dados de P1 Dados de P2 Solugdo de
P2 P1

Transformagdo Transformagdo

R Algoritmo A2 Polinomial
Polinomial
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Redugdo - Propriedades

rem .SePlé
polinomialmente transformavel em P2 e P2
é polinomialmente transformdvel em P3

en’rg% P1 € polinomialmente transformdvel
em P3.

P1 <p P2, P2 <p P3 = P1 <p P3

. Dois Problemas sdo

Polinomialmente Equivalentes sse P1 <p P2 e
P2 <p P1

37



Exemplo de Redugdo Polinomial

. b
machh,, o
@

2

V’ < V |V par de vértices de V' é ndo-adjacente (sub-grafo totalmente
desconexo)

(v,w) € V' = (v,w) ¢ A. Exemplo com cardinalidade 4: {a,c,b,g}

V' < V |V par de vértices de V' é adjacente (sub-grafo completo)

(v,w) € V'= (v,w) € A. Exemplo com cardinalidade 3: {d,b,e} 38



Exemplo de Redugdo Polinomial

Dados: grafo 6(V,A) e um inteiro K> 0
Decisdo: G possui um clique de famanho >= K?

Considere o sub-grafo complementar GC de G e o mesmo K

f € uma porque:
(i) 6C pode ser obtido de G em tempo polinomial

(ii) G possui clique de tamanho >= K , 6C
possui conjunto independente de vértices de tamanho >= K.
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Conclusdo

Se existir um algoritmo polinomial que resolve
conjunto independente de vértices este algoritmo
pode ser utilizado para resolver clique tfambém em
tempo polinomial.

Clique <p Conjunto Independente

O tipo de redugdo comentado nestes slides é:

- Polynomial-time reduction
- Polynomial-time reduction
- Polynomial-time reduction

Existem outras: Cook-reduction. Karp € um caso

especial de Cook reductions.
40



Como reduzir?

Construa f.
Mostre que f fem complexidade polinomial.

Prove que f € uma reducdo, i.e. mostre, por
exemplo, para ClicloH e CaminhoH:

1. Sew e CaminhoH entdo f(w) € CicloH
2. Se f(w)e CicloH entdo we CaminhoH

41



Completude

Definicdo: Seja C uma classe de complexidade e
L uma linguagem/problema. Nés dizemos que L é
C-Completa se:

1.LestdemC
2. Para toda linguagem AeC, A é reduzivel a L.

Se uma linguagem L satisfaz a propriedade 2 mas ndo
necessariamente a 1, nés dizemos que L é NP-

dificil.

Assim, NPC estd no centro do problema de decidir se
P=NP

42



Np-dificeis

» Apenas problemas de decisdo podem ser
NP-completos.

* Problemas de otimizagdo podem ser NP-
dificeis.

* Para provar que L é NP-dificil, é suficiente mostrar
que L muito provavelmente exige tempo
exponencial, ou pior.

+ E problemas indecidiveis?? Podem ser NP-
dificeis? 2



Problema da Parada

- E um exemplo de NP-dificil que ndo é
NP-completo.

» Este problema, como sabemos, é
indecidivel pois ndo hd nenhum
algoritmo de nenhuma complexidade
que possa resolve-lo.

44



SAT <p Problema da Parada?

* Prova: considere o algoritmo A cuja entrada
€ uma expressdo booleana E na forma
normal conjuntiva com n varidveis

» Basta tentar 2" possibilidades e verificar
se é satisfativel.

+ Se for pdra, sendo entra em loop.

* Logo, o problema da parada é NP-dificil
mas ndo € NP-completo.
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Linguagens C-Completas

dificil

C-Completa
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Efeitos da NP-completude

1. Quando descobrimos que um problema
é NP-completo, ele nos diz que existe
pouca chance de um algoritmo eficiente
poder ser desenvolvido para resolvé-lo.

. Somos encorajados a procurar por

heuristicas, solugdes parciais,
aproximagoes ou outros meios.

. Além disso, podemos fazer isso com a
confianga de que ndo estamos apenas
“trapaceando”.
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Efeitos da NP-completude

2. Cada vez que adicionamos um hovo problema P NP-
completo a lista, reforgamos a idéia de que fodos
os problemas NP-compl/etos exigem tempo
exponencial.

- O esforgo que foi despendido na busca de um algoritmo
de tempo polinomial para o problema P foi, ndo
intencionalmente, um esforgo dedicado a mostrar que

=NP.

- O resultado desse esforgo € a grande evidéncia de que
a) € muito improvavel que P=NP, e
b) fodos os problemas NP-completos exigem tempo
exponencial. 4



Teorema de Cook-Levin m

SAT é NP-completa.

Idéia da Prova:
- mostrar que SAt estd em Np é fdcil.

= Far"re dificil € mostrar que toda linguagem em NP é
polinomialmente reduzivel a SAT.

SAT estd em AP, desde que nds podemos o resultado
de uma atribuigdo de valores verdade para os literais em tempo
polinomial.

Uma vez que temos um problema NP-completo, podemos obter
outros por redugdo polinomial a partir dele. Assim, estabelecer
o primeiro NP-completo € mais dificil.
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Estrutura das provas de NP-completude

Sat_Circuitos m

3-CNF-Sat

Ciclo Ham

Cobertura Vértices

Caixeiro Viajante

Soma de Subconjuntos -




Exemplos de problemas NP-C e
fontes de pesquisa

* Christos H. Papadimitriou, Computational
Com lexi’rY, Addison-Wesley Publishing Company,
1995. (Biblioteca Central).

- Cormen, T.H. Leiserson, C.E. and Rivest, R.L.
Introduction to Algorithms. The Mit Press. 1990.
(1% edigdo). Capitulos 1, 2, 3, 4, 36, 37.

* Garey & Johnson. Computers and Intractability - a
2uide to the Theory of NP-Completeness, W.H.
reeman and Company, New York, 1979.
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Problemas

Escolham problemas menos CLIQUE - CONJUNTO
INDEPENDENTE de VERTICES (ja citados nesses slides)

Exemplos:

- 3S5AT,
NAESAT (not-all-equal SAT),
Cobertura de vértices,
CAM HAM (ou CICLO HAM),

podem também escolher CAIXEIRO VIAJANTE pela
importante pratica deste e de como vem sendo resolvido com
heuristicas (embora seja um exemplo de CAM-CICLO HAM -
as vezes a prova usa problemas diferentes para a redugdo),

mochila (knapsack),

soma de subconjuntos,

3-coloring (pode um mapa ser colorido com 3 cores?),
Partigdo em grafos (cut), etc.
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Problemas NP-completos
sobre Grafos

* O Problema do Caixeiro Viajante (encontrar um
Ciclo Hamiltoniano)

- QO Problema da Cobertura de Nos: encontrar um

conjunto de nos tal que cada aresta do grafo tem
pelo menos uma de suas extremidades em um né do
conjunto.

- O Problema CLIQUE: verificar se um grafo
fem um k-cligue, ou seja, um conjunto de k

nos tal que existe uma aresta entre todo
par de nos no cligue.

* O Problema da Coloragdo: um grafo & pode ser

"colorido” com k cores? 5



* O Problema da Mochila: dada uma
lista de k inteiros, podemos
particiond-los em dois conjuntos cuyjas
somas sejam Iguais?
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* O Problema do Escalonamento do tempo de
execuc¢ao um‘rar'no dadas k tarefas T, T,
.. Ty, uma série de 'processadores” p, um

rempo limite t, e algumas restri¢oes de
precedéncia, da forma T<T; entre tarefas,
existe um escalonamento de tarefas tal
gue:

» 1) cada tarefa seja atribuida a uma unidade
de tempo entre 1 e t;

+ 2) no mdximo p tarefas sejam atribuidas a
gualguer unidade de tempo, e

© 3) as restrigbes de precedéncia sejam
respeitadas: se T<T, entdo T; € atribuida a
uma unidade de fempo anterior a T;?
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