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Variavel aleatoria

Q €& o espaco amostral de um experimento aleatério. Uma variavel
aleatoria, X, € uma funcao que atribui um numero real a cada resultado
em Q.

Exemplo. Retira-se, ao acaso, um item produzido de um lote de seis unidades.
Variaveis:

X: Numero de defeitos no item selecionado.

Y: Tempo de vida do item (em h).




O espaco amostral associado a este experimento aleatério é

Q ={a1,a2,---,a6}.

Os possiveis valores da variavel X sao 0,1,2,..., e 0s possiveis valores
da variavel Y s&o os numeros reais nao negativos.

Classificacao:

*Variaveis aleatorias discretas. O conjunto de possiveis valores é finito
ou infinito enumeravel.

*Variaveis aleatorias continuas. O conjunto de possiveis valores é
infinito ndao enumeravel (um intervalo, por exemplo).

No exemplo acima, X é discreta e Y € continua.




Variaveis aleatorias discretas (VAD)

X é uma VAD com possiveis valores no conjunto R,. Uma fungao f(x) €
uma funcao de probabilidade se

()0< f(x)< 1,
(iHP(X=x)= f(x), xDR, e
(i) § f(x)=1.

x;URy

Exemplo. Um lote de um certo produto € formado por 35 itens, sendo
21 itens do tipo H e 14 do tipo M. Uma amostra de 3 itens sera formada
sorteando-se, sem reposicao, trés itens do lote. Qual a probabilidade
de encontrarmos na amostra pelo menos dois itens do tipo M?

Definimos X como o numero de itens do tipo M na amostra.




Espaco amostral Probabilidade X
HHH 21,2019 _ 503 0
35 34 33
HHM 21,20 14 _ 4150 1
35 34 33
HMH 21,14 .20 150 1
35 34 33
MHH 14,2120 _ 4150 1
35 34 33
HMM 21 14 13 4097 2
35 34 33
MHM 14 21,20 _ 4 097 2
35 34 33
MMH 14 13 21 _ 6097 2
35 34 33
MMM 14 13 12 _ 056 3
35 34 33
X 0 1 2 3
P(X=x) 0,203 0,450 0,291 0,056

Assim, P(X2 2)= P(X = 2)+ P(X = 3)= 0,291+ 0,056 = 0,347.




Exemplo. A demanda diaria de um item € uma variavel aleatéria discreta
com a funcao de probabilidade

d
P(D:= d)= C;' . d=1,2,3,4.

(a) Determinar a constante C.
(b) Calcular P(D = 2).

Solucao. (a) Para que P(D = d) seja uma funcao de probabilidade,
devemoster (i)C>0e
i)POD=1)+P(D=2)+P(D=3)+P(D =4)=1.0Ou segja,

2 3 4
P(D=d)=10 CE2+ 242 42
120 3 4

EZID C:l
6

Rp

2d
Logo, P(D=d)-=
go, P( ) o

. d=12734.

=1- =1- = = —%:ﬂ:z
(b P(D22)=1-P(D<2)=1-P(D=1)=1 ey




Funcao de distribuicado acumulada de uma VAD

Funcao de distribuicao acumulada (FDA)
X € uma VAD com valores em Ry = {X4,X»,...} € funcao de probabilidade
f(x) = P(X = x). Para qualquer x, a FDA de X, denotada por F(x), &

definida como
F(x): P(X¢ x): Z f(x): Z P(X: x,), emque x,] R,.

X; X8 X

Exemplo. Uma variavel aleatdoria X tem funcido de probabilidade

01/15, se x=1,

f(x)=P(X = x):E7/15, se x= 2,3,

H 0, C.C.

Determinar F(x).




Sex<1, F(x)=P(X<x)=0.

Sex=1 F(1)=PX<]):= ZP(X %)= P(X= 1)z f(1)= 115

Sel¢x¢2, F(x)z P(X<x)x ] P(X=15)2 P(X=1): =

Se x=2, F(2)= P(X<2)= ZP(X )= P(X = 1)+ P(X = 2): 115 175 185.
8

Se2< x<3, F(x)= P(X< x)= ZP(X x)= P(X=1)+P(X=2):= s

Se x=3, F(3)= P(X¢3):= zP(X x)= P(X = 1)+ P(X = 2)+ P(X = 3)
17 7
D —t—t —=z 1,
15 15 15
Se x23, F(x)= P(X¢x): § P(X=x)= P(X=1)+ P(X=2)+ P(X = 3)= 1.




Observacao.

Se xU [1,2),entdo F(x)= F(1);
sexl [2,3),entdo F(x)= F(2).

Em geral, se xU [x, x,,,), entdo F(x)= F(x))

sendoquex, € x,,sdo elementos de R .

Logo, a FDA é dada por

10, se x<1,
15, se 1¢x< 2,

F(x)= ]
18/15, se 2¢ x< 3,
S L se x23.

Fx]

b

g5/154

1715

b
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Propriedades da funcao de distribuicao acumulada

X éuma VAD

1. Para todo x, 0< F(x) < 1.
2. F(x) € uma fungao monoétona nao decrescente.

3. Ilm F(x)=0 e hmF(x)‘l

4. Se Rx = {X1, ) &I }, em que X1<Xo<..., entao
f(Xi) = P(X = Xi) = F(Xi) - F(Xi_1).

5. Se a e b sjo tais que a<b, entao

(i) P(X < a)= F(a),

(i) P(X2a)=1- P(X < a),

(iii) P(a< X< b)= F(b)- F(a),

(iv) P(as X<b)= F(b)- F(a)+t P(X =a) e
(v) Pla< X< b)= F(b)- F(a)- P(X = b).
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Exemplo. A variavel aleatéria X tem funcao de distribuicdo acumulada

1 O, s x <O,
/8, se O=x<1,

=
F(xX)=[O/2, se 1=x<=2,
L5/, se 2=x<3,

. s x = 3.

Determinar

(a) PA< X <3), (b)P(X22) e (c) f(x).
Usando a propriedade 5(111) da FDA :
(@) P(< X<3)= F3)-F()=1-1/2=1/2.
(b) Propriedade 5(1) da FDA :P(X 2 2) = 1-P(X< 2)=1-F(1)=1-1/2=1/2.
(c) Da FDA tem-se que R, = {0,1,2,3}.Pela propriedade 4 da FDA,
pode - se mostrar que a func¢ao de probabilidade de X ¢
01/8, se x=0, 2,
f(x)=P(X=x)= %3/8, se x=1, 3,
H 0, c.c.
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Variaveis aleatorias continuas SVACZ

Funcao densidade de probabilidade

Uma funcédo f(x) € chamada funcdo densidade de probabilidade de uma
VAC X se

1. f(x)= 0, para todo x.
2. If(x)dx= 1.
e b
3.Se A= {x;a< x< b}, entdo P(A)=P(a<s X< b)= J'f(x)dx.

Exemplo. O tempo de realizagdo de uma etapa de um projeto (em horas) é uma
variavel aleatoria X com funcao densidade

F(x) = %S;x, se 2< x< 4,
5 0, caso contrario.

Verifique se f(x) € uma funcao densidade de probabilidade. Calcule a probabilidade
que o tempo de realizacao seja menor do que 3 horas.

12



Primeiro notamos que f(x) = 0, para todo x.
Falta verificar a condicao (2), ou seja a area
sob o grafico de f(x) deve serigual a 1.

4 4

5-x

}f(x)dx = dex +

|

dx t }de=
4

|

i)

5-x

i0 —
oo —
o= —
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os —
os —
O+ -
o3 —
oz -
01 -

oo -

L T

2

dx = l(5x - —
4

x=2

A probabilidade de que o tempo de realizacao seja menor do que 3 minutos € a
probabilidade do evento A = {x; x < 3}, ou seja,

P(A)= P(X < 3)= ff(x)de I

2 3

00

1 1
Odx+ [ —(5- x)dx= —(5x-
.£4 4

)

3

>
-

2
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Observacao. Se X é uma VAC, entdo

(1) P(X = x)= 0, para todo x,
(1) P(a< X< b)=Plas X<b)=Plas X< b)

= P(a< X < b), para todos aebcom ac< b,
(1) P(X < a)= P(X < a), para todo a.

Funcao de distribuicao acumulada. X € uma VAC com funcao densidade
f(x). A funcao de distribuicao acumulada (FDA) de X é

F(x)= P(X< Xx)-= jc 1 (¢)dt, para todo x.

Obs. Se X é um tempo de vida, geralmente utilizamos a funcdo de
confiabilidade (reliability function) ou funcao de sobrevivéncia (survival
function): R(x) = P (X > x) =1 - F(x).

Exemplo. Uma variavel aleatéria X tem funcao densidade

_ HS-_x, se 2< x< 4, :
S(x)=10 4 Determinar F(x).
5 0, caso contrario.
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Se < 2, f{x) =0: logo, Fix) =0.

e 2 < x <4,

F(ﬂ’)=f_1f(t)dt=Llodt+£z5;tdt=_(5;t)2

Se x > 4,

T 99— (5— )2
= 8 _

2

B — f; FlO)dt — C/ilf(t)dt—}—jj f(t)dt—}—lx FH)dt — 1.
o .

-

1.0

0.8

Logo,a FDA de X é

F(x)
0.6

0.4
|

0, e x< 2,
9- (5- x)°
8

0.2

F(x)-= se 2< x< 4,

0.0

1 Cao1 .1

1, se  x2 4. o 1284 s




Observacao.

A FDA de X permite o calculo de probabilidades de eventos na forma de
intervalos E = {x; a < x <b}, com a < b. Isto &,

P(E) = F(b) — F(a).

Exemplo. Considere a FDA abaixo. Obtenha P(X <3) e P(3 <X < 5).

[] 0, se x< 2,
_ _ 2
F(x)= %9 (58 X) ,s¢ 2< x< 4,
% 1, se x2 4.

Solucgao.

P(X =3)=F @) =2 _(58_3)2 :%
>
8

C

PO3=X <5=FG)—F@G)=1— =§.
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Propriedades

1. 0<F(x)<1, paratodo x.
2. F(x) € uma fungdo mondtona nao decrescente.

3. F(x) € uma funcao continua para todo x.

4. lim F(x)= lim f F(t)dt = 0 e lim F(x) = 1imf F(t)dt = 1.

X- -0 X-> -0 X- © X- ©

5. Do teorema fundamental do calculo obtemos

o) = %F(x)

Exemplo. Suponha que o tempo de vida de um processador € uma variavel aleatoria
X com

F(x) =3 ke 2., sex =0,

O. se x < O.

Determinar (a) o valor de k, (b) P(X=2), P(2<X<4)e P(X<-1) e (c) f(x).
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Solugdo. (a) Propriedade 3 de F(x): F(0) =

1—ke™® =00 k=1. Logo, F(x):%_e >

(h)P(X22)=1-P(X<2)=1-(1-e")= e "= 0,368.

PQS X< 4): F()- FQ)= (I- €3)- (1= ¢')z - ¢

H O,

0.5
!

P(X ¢ -1)= F(-1)= 0.

0.3 0.4
! !

f(x)

0.2
!

0.1
!

0.0
!

(c¢) Propriedade 5 de F(x):

f(x)= —F(x ) = E e?, sex20,
50 c.c.

F(x) e R(x)
0.4

ad
2

0,233.

1.0

0.8
|

0.6
|

0.2

0.0
|

se x =0,

C.C.

R(x)

F(x)
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Valor esperado e variancia

Valor esperado de uma variavel aleatéria. X é uma variavel aleatoria com
funcao de probabilidade ou fungao densidade de probabilidade f(x). O valor
esperado (ou esperanca matematica ou meédia da variavel aleatéria), denotado
por E(X) = |1 x € definido como

1. X € uma variavel aleatoria discreta :

E(X)= ; xf(x) e

2. X é uma variavel aleatdéria continua :

E(X)= [/ (x)dx.

supondo que o somatorio e a integral existem.

19




Valor esperado de uma funcao de variavel aleatoria
Y = h(X), sendo h uma funcao de X.
O valor esperado de h(X) € dado por

1. X é uma variavel aleatdria discreta :

E) = Z h(x) f(x) e

2. X €& uma variavel aleatdéria continua

E(Y) = J'h(x)f(x)dx.

20




Variancia de uma variavel aleatéria. X € uma variavel aleatéria com funcio
de probabilidade ou fungdo densidade de probabilidade f(x) e com média
E(X) =1 x.

A variancia de X, denotada por Var(X)=0 . é definida como o valor
esperado de (X - i x)*.

1. X é uma variavel aleatoria discreta :

Var(X)= 5 (x=- )" f(x) e

XUR

2. X é uma variavel aleatoria continua :

Var(X) = [(x= 1) f(x)dx.

Desvio padrédo. E a raiz quadrada da variancia:

DP(X) =0, = /Var(X).

21




Exemplo. Suponha que a demanda diaria de uma peca € uma variavel
aleatoria discreta com fungao de probabilidade
2)C

6x!
0, C.C.

f(x)= P(X = x)= , x=123,4,

I C I 1

Determinar (a) a demanda esperada e (b) o desvio padrao da demanda.

Solugao. Grafico de f(x).

P(X = x)
0.25  0.30
| |

0.20
!

0.15
!

22




Solucao. (a) Pela definicao de valor esperado, temos

2 22 3 4
E(X) = fo(x):1><—+2>< + 3 x 2 + 4 x = :19D2,1.
AR, 6 6x 2! 6x 3! 6x4 9
() Var(X)= ;(X-H)zf(X):
19, 2 19, 2 19, 2° 19, 2* 80
S et T ) T T ) e T T ) e s
DP(X)=0 , = ‘/@ 00,99. 3
81 S
Grafico de f(x) comp—o, p ¥ g
eu+o. °
< @ ] L
1 2 3 4
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Moda, mediana e media (VAC)

f(x)

f(x)

1Y =Y F= o -
Média-| ~~- T

T
©
©
[¢]
=

Assimetria a direita:

Moda < Mediana < Média

Simetria: Mediana = Média (se existir).

Mediana| "

T

©
©
0
=

Assimetria a esquerda:

Moda > Mediana > Média

1Y/ o T = R
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Variaveis aleatorias independentes

X e Y sao duas variaveis aleatorias. Dizemos que X e Y sao
iIndependentes se, e somente se,

P(X<x)n Y < y)=P(X<x)xP(Y< y)
= F.(x)x F,(y), paratodos x ¢ y,

sendo que F, e F,sdoas FDA'sde X e Y.

Em particular, se X e Y sao duas variaveis aleatorias discretas, X e Y
sao independentes se, e somente se,

P((X=x)n (Y=y))=P(X=x)xP(Y=y), paratodosxe y.

25




Propriedades do valor esperado e da variancia

X e Y sao duas variaveis aleatorias e a e b dois numeros reais.
1.E(a) = a.

2. E(aX) = aE(X).
3.E(aX £ bh)=aE(X)xbh.
4.E(aX = bY)= aE(X)* bE(Y).
2
SVar(X)= E(X?) - U -
6. Var(a) = 0.
7. Var(aX) = a’Var(X).
8.Se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes, entao
Var(aXt bY) = a’Var(X)+ b*Var(Y).
9.Se X,,---, X, sdo n variaveis independentes, entao
Var(X, + X, +---X )= Var(X,)+ Var(X,)+ -+ Var(X)).
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Exemplo. O modulo de resisténcia (em N/mm?) de pecas de madeira é

uma variavel aleatdéria com funcao densidade
] x

7 , se 0<x<40,
' 1400

f(x) = D71(());(;C’ se 40¢< x< 70,
% 0, C.C.

-

(a) Obtenha F(x).
(b) Represente graficamente f(x) e F(x).

(c) Calcule a probabilidade de que a resisténcia seja maior do que 30 e

menor do que 60 N/mm?.
(d) Calcule a média e o desvio padrao do mdodulo de resisténcia.

27




Solucao. Denotamos modulo de resisténcia por X.

(a)Sex<0,F(x)=0esex=70, F(x) =1.
2
X
Ldy: .
01400 2800

X

Para xU (0,40], F(x)= I

Para x[1 [40,70], F(x) = foidw J'xm—_ydy.

0 1400 10 1050
2
_l600, 1 0. oo, 1600
2800 1050 2 2
4 1 ’

T 070x- 2~ 20008
71050 2

28




(b) Grafico de f(x) Grafico de F(x)
o
O
AN
N |
o o 0]
o o
S g
o > ©
8 To) g o
© <~ (&)
T O ©
o g
()] o <
o 8
o
o) O o~
S S
S
o
S - o
d I T T T T T T I © I T T T I
0O 10 20 30 40 50 60 70 0 20 40 60 80
Resisténcia (N/mm?) Resisténcia (N/mm?)

(c) Devemos calcular P(30 < X < 60).

Utilizando a funcao distribuicao acumulada obtemos
P(30 < X<60)=F(60)-F(30)=0,952 - 0,321 = 0,631.
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ao grafica

~

(b) Solug

P(30 < X < 60)

T T T T
40 50 60 70

30

T
20

0l

80

90 v0 A0

epe[nwnoe apepljigeqo.d

00

I I
30 40 50

I
20

apepisus(

G¢0'0 0c00 49100 O0L00 G000 0000

Resisténcia (N/mm?)

Resisténcia (N/mm?)
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(d) Iniciamos calculando

i 70- x
E(X)= [ xf(x)dx-= H
(X) J /() 400 '[ 11050 D
3 3
- X Oy I 35x2-x— ‘70‘ ED 367N/mm
4200 ° 1050 3 H 40 3

No calculo de var(X) utilizamos a relagéo var(X) = E(X?) — [E(X)]?, sendo

que o 40 70- x
E(X*)= [x*f(x)dx=
()= [2f @iy j @msou

X! ‘40+ 1 070x° _x4
5600 " 10507 3 4

E 1= 1550 N*/mm?*,

_ JHop 2
de modo que var(X) = 1550 - DTD = 1850/9 N“/mm

e 0 = +Jvar(X) = +/1850/9 0 14,3 N/mm?.
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Funcao distribuicdo empirica

X;, X,,..., X: valores observados de uma variavel aleatéria X.
N(x): numero de observagdes menores do que ou iguais a X.

!
®

A funcao distribuicao empirica € dada
por F_(x) = N(x) / n, para todo x.

Obs. (1) F_(x) = 0 para todo x < min.

(2) F(x) = 1 para todo x = MAX. X

(3) O grafico de F_(x) tem a forma de

escada com saltos em cada um dos
diferentes valores de x.

F
0.0 0.2 04 06 08 1.C

(4) A altura do salto no valor x; € igual

. : : X; Xit 1
a frequencia relativa de x. X

(5) Se todos os n valores forem diferentes, temos n saltos com altura = 1/ n.

(6) Se x, e x,,, sdo dois valores consecutivos na amostra ordenada (x; < X,,),
F.(x) = F_(x) para todo x [J [x, X,)-
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Exemplos

Fo(¥)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.

R
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.(

10

15

20

25

R
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.«
[}

\
%

|
o0

O 5 10 15
X

20

Problemas. (1) Encontrar F(x) teorica
que “melhor” se ajusta a F(x).

(2) Calcular, por exemplo,
P(X <17), que € dada por F(17).

(3) Calcular o valor de x que corresponde
a uma probabilidade acumulada igual a p,
ou seja,

resolver a equacao F(x) = p, com solucéao
x = F(p) = p-ésimo quantil de X.
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