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Exerćıcio 1. Seja y
¯1
, . . . , y

¯n
uma amostra aleatória de vetores de uma distribuição Np(µ,Σ).

Prove que Σ̂ (o estimador de máxima verossimilhança de Σ) é viesado para Σ e S (a matriz de

covariâncias amostrais) é não-viesado para Σ.

Exerćıcio 2. Se Y
¯ 1, . . . ,Y¯n são independentes seguindo distribuições Np(µi

,Σi), i = 1, . . . , n,

prove que
∑n

i=1 aiY¯ i ∼ Np (
∑n

i=1 aiµi,
∑n

i=1 a
2
i Σi), onde a

¯
é um vetor de reais.

Exerćıcio 3. Sejam Y1, . . . , Yn
iid∼ N(µ, σ2). Defina Q =

∑n
i=1 (yi − ȳ)2.

(a) Prove que cov (ȳ, y1 − ȳ) = 0 e conclua que ȳ é estat́ısticamente independente de Q.

(b) Qual a distribuição de Q/σ2?

Exerćıcio 4. Em cada uma das densidades bivariadas a seguir apresente o vetor de médias e

a matriz de covariâncias

(a) f(y1, y2) =
1

2π
exp

{
−1

2
[(y1 − 1)2 + (y2 − 2)2]

}
(b) f(y1, y2) =

1

2.4
exp

{
−y

2
1/4 − 8.8y1y2 + y22

0.72

}
(c) f(y1, y2) =

1

2π
exp

{
−1

2
(y21 + y22 + 4y1 − 6y2 + 13)

}
(d) f(y1, y2) =

1

2π
exp

{
1

2
(2y21 + y22 + 2y1y2 − 22y1 − 14y2 + 65)

}
(e) Há itens em que as variáveis são independentes? Quais?

(f) Represente graficamente as densidades e curvas de ńıvel de cada item. Podem ser utilizados

recursos computacionais (como por exemplo o R).

Exerćıcio 5. Seja Y
¯
∼ N3 (0

¯
,Σ) , com

Σ =

 1 0.8 −0.4

0.8 1 −0.56

−0.4 −0.56 1

 .
(a) Determine a distribuição condicional de y1 e y3 dado y2.

(b) Calcule o coeficiente de correlação parcial entre y1 e y3 dado y2.

Exerćıcio 6. (a) Calcule a estat́ıstica T 2 para o teste H0 : µ′ = [7 11], usando os dados:

X =


2 12

8 9

6 9

8 10

 .
(b) Especifique a distribuição de T 2 para a situação (a).

1



2

(c) Usando (a) e (b), teste H0 ao ńıvel de significância α = 0.05. Qual conclusão você obtém?

Exerćıcio 7. (Mı́nimos Quadrados Ponderados). Seja

Y
¯ (n×1) = Z

¯(n×(r+1))β((r+1)×1) + ε(n×1)

onde E[ε] = 0
¯

mas E[εε′] = σ2V
¯

, com V
¯n×n conhecida e positiva definida. Para V

¯
de posto

completo, mostre que o estimador de mı́nimos quadrados ponderados é

β̂
w

= (Z
¯
′V
¯

Z
¯
)−1Z

¯
′V
¯
−1Y

¯
.

Se σ2 não for conhecido, um estimador não viesado é

(n− r − 1)−1 × (Y
¯
− Z

¯
β̂
w

)′V
¯
−1(Y

¯
− Z

¯
β̂
w

).

Dica: V
¯
−1/2Y

¯
= (V

¯
−1/2Z

¯
)β + V

¯
−1/2ε é a forma clássica do modelo de regressão linear Y

¯
∗ =

Z
¯
∗β + ε∗, com E[ε∗] = 0 e E[ε∗ε∗] = σ2I

¯
. Assim, β̂

w
= β̂∗ = (Z

¯
∗Z
¯
∗)−1Z

¯
∗’Y

¯
∗.

Exerćıcio 8. Use o estimador de mı́nimos quadrados ponderados do exerćıcio anterior para

derivar uma expressão para a estimativa da inclinação β no modelo Yj = βjzj +εj, j = 1, . . . , n,

onde (a) Var[εj] = σ2, (b) Var[εj] = σ2zj, e (c) Var[εj] = σ2z2j . Comente de que maneira em

que as variância desiguais para os erros influecia na escolha ótima para βw.
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