Introducao a AVL.: teoria
e pratica

22/11, 25/11 e 30/11




Arvores binarias de busca (ABB)

Arvores de grau 2, isto é, cada n6 tem dois
filhnos, no maximo

/

Terminologia:
e filho esquerdo
e filho direito

>/ \ \ e informacéao



ABB

Também chamadas “arvores de pesquisa” ou
“arvores ordenadas”

Definicao
Uma arvore binaria com raiz R € uma ABB se:

a chave (informacéao) de cada n6 da subarvore
esquerda de R € menor do que a chave do n0 R (em
ordem alfabética, por exemplo)

a chave de cada n6 da subarvore direita de R € maior
do que a chave do n0 R

as subarvores esquerda e direita também s&o ABBs



ABB

Muito boa para busca

Em uma arvore de altura A, visitam-se, no
maximo, A nos

Grande quantidade de informacao em
relativamente poucos niveis



ABB

Quantidade de informacao

o nivel 1

= o nivel 2

D OO nivel 3

OO0 OO0 nivel 4

00-00000000000000 nivel 5
nivel N

Nivel Quantos cabem
1
2 3
3 7
4 15
N 2N -1
10 1.024
13 8.192
16 65.536
18 262.144
20 1 milhao
30 1 bilhdo




ABB

Vantagens

Se noés espalhados uniformemente, consulta
rapida para grande quantidade de dados

Divide-se o0 espaco de busca restante em dois
em cada passo da busca

O(Log N)



ABB

Contra-exemplo

Insercao dos elementos na ordem em que
aparecem

A B CDE,..Z

1000, 999, 998, ..., 1



ABB

O desbalanceamento da arvore pode tornar a
busca tao ineficiente quanto a busca
sequencial (no pior caso)

O(N)

Solucao?

Balanceamento da arvore quando necessario!



Conceltos

Arvore estritamente binaria

Os nds tem 0 ou 2 filhos
Todo no interno tem 2 filhos
Somente as folhas tém 0 filhos




Conceltos

Arvore binaria completa (ou cheia)
Arvore estritamente binaria
Todos os nos folna no mesmo nivel




Conceltos

Uma arvore binaria é dita balanceada se, para cada
no, as alturas de suas duas subarvores diferem de,
no maximo, 1




Conceltos

Uma arvore binaria perfeitamente
balanceada é aguela cujo numero de nos de
suas subarvores esguerda e direita diferem
em 1, no maximo

Toda arvore binaria perfeitamente balanceada
é balanceada
Vale o inverso?



AVL

Arvore binaria de busca balanceada

Para cada no, as alturas das subarvores diferem
em 1, no maximo

Proposta em 1962 pelos matematicos russos
G.M. Adelson-Velskki e E.M. Landis

Métodos de insercao e remocao de elementos da
arvore de forma que ela figue balanceada

Por gue nao se exige que seja perfeitamente balanceada?
Custo alto...certos casos exigem movimentar a arvore inteira



Métodos de Balanceamento

Ha duas categorias: dinamico e global (ou estatico).

O rebalanceamento dinamico mantém a arvore balanceada
toda vez que € um no € inserido ou removido.

AVL é o melhor exemplo

O global permite a arvore crescer sem limites e somente faz o
balanceamento quando tal necessidade é acionada,
externamente.

Ha varios meétodos. O indicado para o 3o trabalho é o de
Chang & lyengar, de 1984.

Codigos destes rebalanceamentos sao mostrados em:

Binary Search Tree Balancing Methods: A Critical Study
(http://paper.ijcsns.org/07_book/200708/20070834.pdf)



AVL: quem é e guem nao e?

(@) (b) (c)



AVL: quem é e guem nao e?

(@) (b)
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Pergunta: a arvore abaixo e AVL?




Exercicio: onde se pode incluir um né
para a AVL continuar sendo AVL?

7Yy QiQ‘ .oic




AVL.: pratica (valendo 0,5 na ultima prova)

Formar grupos:

Simular exemplos de insercao em uma AVL e
Identificar os casos em gue ocorre
desbalanceamento

Com base nos casos anteriores, esbocar um metodo
de insercao de elementos na AVL que, guando
necessario, rearranje os elementos da arvore para
gue ela continue balanceada

Explore formas de rearranjar a arvore: qualquer
uma e bem-vinda

Dica: pense em como representar a necessidade
de rebalanceamento!!!



4 casos

Insercao de 3 - Rotacéo
Direitaem p

Insercéo de 40 - Rotacéo
Esquerdaem p

N

Insercéo de 5 — Rotacao
Esg emge Diremp

Insercao de 23 — Rotacéao
Diremge Esgemp



AVL

Como e gque se sabe quando & necessario
balancear a arvore?

Se a diferenca de altura das subarvores deve
ser 1, no maximo, entao temos gue procurar
diferencas de altura maior do que isSso

Possivel solucao: cada n6é pode manter a
diferenca de altura de suas subarvores

Convencionalmente chamada de fator de
balanceamento do né




AVL

Fatores de balanceamento dos nos

Altura da subarvore direita menos altura da subarvore
esquerda

Hd - He

Atualizados sempre que a arvore € alterada (elemento
é inserido ou removido)

Quando um fator € 0, 1 ou -1, a arvore esta
balanceada

Quando um fator se torna 2 ou -2, a arvore esta
desbalanceada

Operacoes de balanceamento!



AVL: guem e e quem nao e

@) (b)



AVL: guem e e quem nao e

@) (b)



AVL.: exemplo de desbalanceamento

L @@@ Qﬂ@
5 D OO 6

(o)
8 A/

Novo n(')= @ Novo n(')= @ Desbalanceou!!!
@/@@ o @/Q@ o}

(o) OO



AVL

Controle do balanceamento

Altera-se o algoritmo de insercao para
balancear a arvore quando ela se tornar
desbalanceada ap6s uma insercao (n6 com
FB 2 ou -2)

Rotacoes

Se arvore pende para esquerda (FB negativo),
rotaciona-se para a direita

Se arvore pende para direita (FB positivo), rotaciona-
Se para a esquerda

2 casos podem acontecer



AVL: primeiro caso

Raiz de uma subarvore com FB -2 (ou 2) e um no
filno com FB -1 (ou 1)

Os fatores de balanceamento tém sinais iguais:
subarvores de no raiz e filho pendem para 0 mesmo
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(8 )
msergao

L R

@) () Qe

N

c
@
o

@0




AVL: primeiro caso

8 desce

0 4 sobe

-2
@ 6 € realocado
Rotacao do no pai / \

-1 0 para a direita
(né com FB=-2 ou 2) @1 0

X ¢ loRoRo;
5

Pendendo para Arvore balanceada!!!
a esquerda




AVL: primeiro caso

Quando subarvores do pai e filho pendem
para um mesmo lado

Rotacao simples para o lado oposto

As vezes, é necessario realocar algum
elemento, pois ele perde seu lugar na arvore



AVL.: segundo caso

Raiz de uma subarvore com FB -2 (ou 2) e um no
filnocom FB 1 (ou -1)

Os fatores de balanceamento tém sinais opostos:
subarvore de no raiz pende para um lado e subarvore
de no filho pende para o outro (ou o contrario)
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AVL.: segundo caso

Rotacao do no filho
para a esquerda @
(n6 com FB=1 ou -1) /

O 2) ()
Rotagao do no pai 0 1
_para a direita @ Arvore balanceada!!!

(no com FB=-2 ou 2) /

@o \®o o



AVL.: segundo caso

Quando subarvores do pai e filho pendem
para lados opostos

Rotacao dupla
Primeiro, rotaciona-se o filho para o lado do
desbalanceamento do pali

Em seguida, rotaciona-se o pai para o lado
oposto do desbalanceamento

As vezes, é necessario realocar algum
elemento, pois ele perde seu lugar na arvore



AVL

As transformacdes dos casos anteriores
diminuem em 1 a altura da subarvore com
raiz desbalanceada p

Assegura-se o rebalanceamento de todos 0s
ancestrais de p e, portanto, o
rebalanceamento da arvore toda



AVL

Novo algoritmo de insercao

A cada insercao, verifica-se o balanceamento
da arvore

Se necessario, fazem-se as rotacoes de acordo
COm O caso (Sinais iguais ou nao)

Em geral, armazena-se uma variavel de
balanceamento em cada né para indicar o FB



AVL — Estrutura de Dados

BAL

info

esq

dir

typedef int tipo_elem,;

typedef struct arv *Arv;

struct arv {

tipo_elem info;
struct arv *esq;
struct arv *dir;
int BAL;



AVL.: algoritmo de insercao

Rotacao simples a direita

void rot_dir(Arv *r) {
no *b="*r;
no *a=b->esq;
b->esg=a->dir;

a->dir=b;
a->BAL=0: b
b->BAL=0: y ;
*r=a, a\ ‘ J .
) W o e
2 ©_ e 10



AVL.: algoritmo de insercao

Rotacao simples a esquerda

void rot_esq (Arv *r) {
no *a="r,
no *b=a->dir;
a->dir=b->esq;
b->esg=a, 2
a->BAL=0; . '
b->BAL=0; ‘ b 15.

N



Rotacao dupla esquerda e direita

void rot_esq_dir (Arv *r) {

no *c=*r;

No *a=c->esq; Atualizar BAL de a e c em funcéo de b — nova raiz

no *b=a->dir; switch (b->fb) {
c->esq=b->dir; case -1:
a->dir=b->esq; a->fb=0; c->fb=1; break;
b->esqg=a; b->dir=c; case O:
. ; a->fb=0; c->fb=0; break;
Y
case 1.

a->fb=-1; c->fb=0: break;
}
b->fb=0;

*r=b;




Rotacao dupla direita e esquerda

void rot_dir_esq(Arv *r) {

no *a=*r;

no *c=a->dir;

no *b=c->esq; Atualizar BAL de a e c em fung¢ao de b — nova raiz
C->esq=b->dir; switch (b->fb) {

a->dir=b->esq;
b->esg=a; b->dir=c;

case -1:
a->fb=0: c->fb=1; break;

n : 4 case O:

a->fb=0: c->fb=0; break;

case 1:
a->fb=-1; c->fb=0; break;
}
b->fb=0;

*r=Db;




Algoritmo Recursivo de Busca e
Insercao em Arvore AVL

Int insere_ AVL(Arv * p, Int X, int *cresceu) {
If (*p==NULL) {
{ insere n6 p com conteudo x, como no folha}
*p = (Arv) malloc(sizeof(struct arv));
If (*p == NULL)
return O; // falha na insercao: ndo ha espaco
else {
(*p)->info = X;

(*p)->BAL =0;
(*p)->esq = NULL; (*p)->dir = NULL;
*cresceu=1,;
return 1; // insercao com sucesso
}



else If (x==(*p)->Info) return O;
else if (x<(*p)->info) {
if (insere_AVL(&(*p)->esq,x,cresceu)) {
if (*cresceu) { // inseriu esq: verificar balanceamento
switch ((*p)->BAL) {
case -1. // BAL(p) =-2
If (*p)->esg->BAL==-1) // sinais iguais — pendem para mesmo lado
rot_dir(p); // p retorna balanceado
// sinais trocados: rotacao dupla
else rot_dir_esq(p); // p retorna balanceado
*cresceu=0; /linterrompe propagacéao
break;
case O:
(*p)->BAL=-1; // ficou maior a esq.
*cresceu=1;// propaga verificacao
break;
case 1. // era maior a direita
(*p)->BAL=0; // balanceou com ins. esq
*cresceu=0; //interrompe propagacao
break;
}
}

return 1;

}

else return O; }



else {

if (insere_AVL(&(*p)->dir,x,cresceu)) {
if (*cresceu) { //inseriu a dir: verificar balanceamento}
switch ((*p)->BAL) {
case -1: // era mais alto a esq.
(*p)->BAL=0; ; // balanceou com ins. dir
*cresceu=0; //interrompe propagacao
break;
case O: ; // direita fica maior
(*p)->BAL=1; *cresceu=1; // propaga verificacao
break;
case 1: // BAL(p) =2
if ((*p)->dir->BAL==1) // sinais iguais — pendem para mesmo lado
rot_esq(p); // p retorna balanceado
/[ sinais trocados: rotacao dupla
else rot_dir_esq(p); // p retorna balanceado
*cresceu=0; //interrompe propagacéao
break;
}
}

return 1;

}

else return O;



AVL

Exercicio

Inserir os elementos 10, 3, 2,5, 7 e 6 em uma
arvore e balancear quando necessario



AVL

Exercicio Casa

Inserir os elementos A, B, C, ..., Jem uma
arvore e balancear quando necessario



AVL

Os percursos in-ordem da arvore original e
da balanceada permanecem iguais

Exercicio: prove para um dos exemplos
anteriores!



AVL

Exercicio casa: teste a sub-rotina de insercao
Inserindo alguns elementos na arvore abaixo

200
(50, o0
OO 130

Cm ® e o) @ @
o) o ) o



Remocao em AVL

Remocao é um pouco mais complexo e se divide em duas partes:

Em primeiro lugar, a remocao de um no qualquer € substituida pela
remocéao de uma folha. Para tanto, existem 3 casos possiveis:

. 0no tem grau zero e, portanto, ja ¢ uma folha;

2. 0 nd tem grau um — pela propriedade AVL, a sua tnica subdrvore € necessariamente constituida por
uma folha, cujo valor € copiado para 0 no pai; o no a ser eliminado € a folha da subarvore;

3. 0 no tem grau dois — o seu valor € substitido pelo maior valor contido na sua subarvore esquerda (ou
o menor valor contido na sua subarvore direita); o no que continha o menor (ou maior) valor copiado
fem necessariamente grau zero ou um, recaindo num dos casos anteriores,

A segunda parte do algoritmo consiste, portanto, na remocao de uma
folha. O processo é semelhante a insercao.



AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercao de 12

remocao de 29 = insercao de 10

Como balancear?



AVL: remocao

Exemplos
/ R

— @ W

remocéao de 29 = insercédo de 12 OU 19  remocao de 29 = insercdo de 10 OU 16

Como balancear? Rotac&o simples em R



AVL: remocao

Primeiro caso

Rotacao simples em R (FB=2 ou -2) com filho
com fator de balanceamento de mesmo sinal
(1 ou -1) ou zero

Se R negativo, rotaciona-se para a direita; caso
contrario, para a esquerda



AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercao de 19
remocao de 29 = insercao de 16

Como balancear?



AVL: remocao

Exemplos

_ @

remocéao de 29 = insercao de 20

remocéao de 29 = insercao de 16 ou 20

Como balancear? Rotacdo dupla: filho deRe R



AVL: remocao

Segundo caso
Rotacao dupla quando R (FB=2 ou -2) e seu
filho (1 ou -1) tem fatores de balanceamento
com sinais opostos

Rotaciona-se o filho para o lado do
desbalanceamento do pali

Rotaciona-se R para o lado oposto do
desbalanceamento



AVL: remocao

Questao: como remover um no intermediario em vez
de um no folha?

Se n6 com grau 1 troca-se pela folha e remove-se a folha.



AVL: remocao

Questao: como remover um no intermediario em vez
de um no folha?
/ R

/ R
Se n6 com grau 2, troca-se pelo maior da sub-arvore esquerda ou menor da sub-arvore
direita e depois remove-se a folha trocada.



AVL

Exercicio para casa

Implementar sub-rotina de remocao de
elemento de uma AVL



Resumo ABB

Boa opcao como ED para buscas de chaves,
SE a arvore € balanceada => tempo
proporcional a log, n.

Insercoes (como Folhas) e Eliminacoes (mais
complexas) causam desbalanceamento.

Insercoes: melhor se aleatdrias (nao
ordenadas) para evitar linearizacoes.

Para manter o balanceamento:
Balanceamento global
Arvores AVL



