USR 6. Medidas de assimetria e
R curtose

2011



6.1. Medidas de assimetria

Uma variavel aleatdria continua X tem distribuicao simétrica (symmetric)
em relagao a um valor x, se f(x,— a) = f(x, + a), para todo a.
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Relac&o entre moda, mediana e media

Supomos que a distribuicao é unimodal e que a meédia existe.

Distribuicdo simétrica: moda = mediana = media.

(x)
f(x)

[
moda = mediana = média moda = mediana = média

X X



Relac&o entre moda, mediana e media

f(x)
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Distribuicao
assimétrica a direita ou
assimeétrica positiva
(right skewed ou
positive skewed):
média > mediana >
moda.

Cauda direita (right tail) e
mais longa.



Relac&o entre moda, mediana e media

Distribuicao
assimétrica a
esquerda ou
assimétrica negativa -
(left skewed ou
negative skewed):
meédia < mediana <
moda.

f(x)

Cauda esquerda (left
tail) € mais longa. -

Médial T
Mediana| 7
MOda -~~~

Obs. Dependendo do autor,
héa troca de esquerda por X
direita.



Um conjunto de dados x,X,,...,X, € simétrico em relacéo a x, se para
todo x; existe x, tal que x;— X, = - (X — Xp), | # K.

Desta forma,
n —
D (% —X%,)=0. Logo, X, = X.
=1

Pela simetria, M = x,.

Exemplo. (24, 26, 26, 32, 40, 60, 68, 74, 74, 76) € simétrico em relacao a
Xo = 90.

Medidas de assimetria. Quantificacado da falta de simetria de X;, X,, ..., X,
Reducao (drastica) de n observacoes a um so valor.
Assume valores reais. Medida = O: indicativo de simetria.

Obs. Dados obtidos de uma variavel aleatoria X simétrica nao
necessariamente sao simetricos.



Assimetria em conjuntos de dados

Aproximadamente simétrico Assimetria positiva
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6.1.1. Medida de assimetria de Pearson

Utiliza a relacao entre moda, mediana e média em distribuicOes
unimodais. _
X—Mo

S
Requer o calculo da moda (Mo). E adimensional.

g:

Momentos. Dados: X;,X,,...,X.
Momento de ordem k em relacdo a origem ou momento nao central (raw
ou crude moment):

m, =%ink, k=012,...., sendo que m; =1 e m, =x
=1

Momento central de ordem k (central moment):

m, :%Z:(Xi —)_()k, k=012,..., sendo que m,=1e m =0.
i=1



Obs. m,=(n-1)s?/n.

Relacdo entre os momentos:

* _2 *_ _2

* * —3 *_ - —3
m,=m, -3m,x+2Xx e m, =m, +3m,X+X €

* * *—2 —4 * _ —2 —4
m, =m, —4m,X+6m,x —3X . m, =m, +4m, Xx+6m,x +Xx .

Se uma variavel aleatoria X tem distribuicdo simétrica, seus momentos
centrais de ordem k impar, se existirem, sdo todos nulos:

E[(X - w)]k =0, sendo que n = E(X).

Sendo assim, podemos utilizar o 32 momento central para propor uma
medida de assimetria.

Obs. E[(X - n)]® = 0 ndo implica que a distribuicdo de X é simétrica.



6.1.2. Assimetria (skewness)

1 < .
g _ m3 B Hzi=l(xi o X)
1 m123/2 |:1

ey

n

Propriedades. (1) g, € adimensional e (2) g, € um numero real.

6.2. Medidas de curtose

Em distribuicbes unimodais, a curtose (kurtosis) esta associada ao
achatamento da distribuicao.

Caracteristica do “pico” da distribuicao (degree of peakedness).

No caso de uma variavel aleatoria continua unimodal, a curtose diz
respeito a forma de f(x) em torno de sua moda (que pode coincidir
com a media e a mediana).



Distribuicbes simeétricas com médias e variancias iguais:

X
o
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Diferencas quanto ao afastamento em relacdo a media, mas que nao
sao captadas pela variancia.

Este fato sugere utilizarmos o 42 momento central para quantificar estas
diferencas.



Distribuicdes platicurticas, mesocurticas e leptocurticas

Platicurtica (platykurtic):
caudas curtas ou leves (short
ou light ou thin).

Leptocdurtica (leptokurtic):
caudas longas ou pesadas
(long ou heavy ou thick ou fat).

S

Fonte. Bulmer, M. G. (1979), Principles of Statistics, Dover: New York.

s

Mesocurtica (mesokurtic): caudas neutras (nem curtas e nem longas).



Curtose (kurtosis)

1 < —\4
m _Zi:]_(xi _X)
d, = ; =1

R RCEY

n

Propriedades. (1) g, € adimensional e (2) g, > 0.

Obs. Se X ~ N(u, 62), entdo E[(X — w)4] / {E[(X — 1)2]2 = E[(X — w)*] / o* = 3.

Muitas vezes a curtose é expressa como g,, = g, — 3 (excess).

Platicurtica: g, < 0.
Mesocurtica: g, = 0.

Leptocurtica: g, > 0.



Distribuicbes simeétricas com médias e variancias iguais:
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Mesocurtica (0)
Leptocurtica (> 0)




Momentos em R

Pacote moments

> library (moments)

Exemplo. 1, 0, 2,7, -1,4 e 13 sdo 0s momentos centrais até ordem 4
de um conjunto de dados com meédia = 3,8.

> momc = c¢(1, O, 2.7, -1.4, 13)
> xb = 3.8

> (momO0 = centralZraw(momc, xXb))
[1] 1.0000 3.8000 17.1400 84.2520 434.1616 (Momentos nao centrais)

Funcao raw2central: converte momentos nao centrais em centrais.
> mom0 = c(1.0, 1.5, 3.1, 8.4, 27.0)

> (momc = rawZcentral (momQO))

[1] 1.0000 0.0000 0.8500 1.2000 3.2625 (Momentos centrais)



Momentos em R

40 observacoes

x = c(21.88, 22.61, 23.28, 25.19, 19.73, 22.50, 26.35, 22.09, 24.63,
19.79, 23.61, 29.91, 29.12, 23.17, 23.38, 21.75, 18.77, 20.38,
20.45, 28.23, 18.17, 30.15, 20.60, 19.99, 24.56, 25.59, 20.66,
23.76, 23.35, 22.77, 21.52, 20.54, 20.30, 23.45, 27.69, 24.82,
24.30, 21.97, 20.82, 22.78)

> boxplot(x, horizontal = TRUE,

xlab = "X")

> rug (x)

Momento néo central de ordem 3: 18 zZo 22 Za 28 28 =4
> moment (x, order = 3, central = FALSE) (Qaaloresuhadocka
[1] 12960.19 mean (x"3)?

Momentos centrais até ordem 4:

> (mom4d4d = all.moments (x, order.max = 4, central = TRUE))

[1] 1.000000e+00 (4.44085%2e-16|8.521555e+00 1.843078=+01 2.206282=2+02

k= 0 1 2 3 4




Assimetria e curtose em R

Pacote moments
> skewness (x)

[1] 0.740904606

Qual o resultado de mom4 [4] / mom4 [3]71.57
> kurtosis (x)
[1] 3.03822

Qual o resultado de mom4 [5] / mom4 [3] 727

015 —

> kurtosis(x) - 3
(1] 0.03822 /r\

> hist(x, main = "", xlab =
"x", freqg = FALSE, ylab =
"Densidade")

> rug (x) \\\—
> lines (density(x), col = 1

LAl l 1] - L 1 L1 | I.' ,
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Dados faltantes (missing data) em R

Observac6es indisponiveis por algum motivo.
Em R: NA (not available).

40 (?) observacoes

X = ¢(21.88, NA, 23.28, 25.19, 19.73, 22.50, 26.35, 22.09, 24.63,
19.79, 23.01, 29.91, 29.12, 23.17, 23.38, 21.75, NA, 20.38, 20.45,
28.23, 18.17, 30.15, 20.60, 19.99, 24.56, 25.59, 20.66, 23.70,
23.35, NA, 21.52, 20.54, 20.30, 23.45, 27.69, 24.82, 24.30, 21.97,
20.82, 22.78)

> summary (x) > which(is.na(x))
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. [1] 2 17 30
18.17 20.66 23.17 23.26 24 .63 30.15

> mean (xX) > mean (x, na.rm = TRUE)

[1] NA [1] 23.25568

> kurtosis (x) > kurtosis(x, na.rm = TRUE)

[1] NA [1] 2.891447

Substituicao dos faltantes pela media:

> is.na(x) = mean(x, na.rm = TRUE)



